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Resumen

Se propone una metodologia para la valorizacion de bonos estructurados que consiste en dos
madulos principales: (1) construccion de curvas cupon cero para descontar los flujos de caja y
(2) simulaciones para los flujos de caja de la opcion implicita. Para (1) se aplica una
metodologia de B-Splines penalizados y para (2) se usa un Cuasi Monte Carlo que emplea

una secuencia generalizada de Halton.

Abstract

A method to price structured bonds is proposed. It includes two key elements: (1)
construction of zero coupon curves to discount cash flows and (2) simulation of cash flows for
the underlying option. For (1) the study uses the penalized B-Spline method and for (2) it uses

a Quasi-Monte Carlo based on a generalized Halton sequence.

Keywords: Structured Bonds, Quasi Monte Carlo, P-Splines, Yield curve estimation, Term
structure of interest rates, Derivatives valuation.
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1. Introduccién

El problema de la valorizacion de bonos estructurados que no cotizan de forma
continua en un mercado tiene una complejidad producida por la dificultad de obtener
algun estimado del valor de un bono que no cotiza y de una opcién que no siempre

tiene una soluciéon analitica.

En ambos casos la mejor opcién es realizar una valorizacion relativa: el bono se
valoriza respecto de otros bonos liquidos comparables y la opcibn mediante algun
método equivalente al célculo del precio del sintético que la reproduce. Para
valorizar el bono se construye una curva cupén cero con la que se descuenta los
flujos generados hasta el vencimiento y para la opcién se realiza simulaciones del
flujo de caja al dia de vencimiento y se trae a valor presente el promedio de esos

flujos con la curva cupon cero antes construida.

Para la construccion de curvas cupon cero hay dos metodologias paramétricas que
son de uso comun: las propuestas en Nelson & Siegel (1987) y Svensson (1994).
Estas metodologias son muy empleadas en modelos dinamicos de equilibrio general
debido a su parsimonia y tratabilidad matematica; sin embargo, su precision no es
suficiente en el marco de la valorizacion relativa de instrumentos financieros
Choudhry (2005), Ait-Sahalia & Duarte (2003), Poletti, Laurini & Moura (2010). Esta
situacion obliga la revisién del campo de las metodologias no paramétricas, donde
se busca aproximar la curva usando una combinacion lineal de funciones

polinomiales.

Existen distintas formas de especificar las funciones polinomiales que se usaran
para el célculo: splines polinomiales, splines cubicos, polinomios de Bernstein o
curvas de Bézier; sin embargo, aqui uso B-Splines, que son una generalizacién de
las curvas de Bézier, debido a la robustez, simplicidad y eficiencia del algoritmo que

realiza su célculo numérico y las propiedades tedricas de ser capaz de reproducir,



mediante una adecuada combinacion lineal, cualquier polinomio en el dominio

especificado y eliminar la multicolinealidad.

Para valorizar el flujo de caja de la opcién implicita el método m&s comun es usar
simulaciones Monte Carlo; sin embargo, el principal problema que conlleva el aplicar
este método es la excesiva carga computacional requerida para alcanzar la
convergencia del resultado final. Para lidiar con este problema se busca emplear
métodos y suposiciones no vinculantes que permitan aliviar la carga

computacional.

Esto se logra cambiando el método de muestreo de numeros aleatorios: en
lugar de usar un generador de nimeros pseudo-aleatorios empleamos uno de
numeros cuasi-aleatorios, lo cual hace que el método que se emplea para el

céalculo del precio de la opcién sea un Cuasi Monte Carlo.

Por ultimo, el célculo de una prima por iliquidez del instrumento escapa al marco
tedrico de la valorizacion relativa, por lo cual se supone que el tenedor mantendra su
posicion hasta el vencimiento. Con esta suposicion, el valor razonable del

instrumento coincidiria con el valor del sintético conformado por la opcion y el bono.



2. Construccién de curvas cupon cero

Para la construccién de las curvas cupon cero se empleara una metodologia de

regresion con B-Splines penalizados basada en Eilers & Marx (1996).

2.1 B-Splines

El objetivo de los B-Splines es generar una curva suave que aproxime un conjunto
de puntos que se presume representan alguna funcion f(x). La forma de lidiar con el
problema es sencilla: generar varias funciones “basicas” a lo largo del dominio
especificado, que debe ser muy similar al del conjunto de puntos, y, empleando una
regresion, encontrar una combinacion lineal de dichas funciones que aproxime en

buena medida los puntos.

Primero, se generan las funciones bésicas usando el algoritmo propuesto en De
Boor (1972), donde t = (t;), el vector de nodos, es una secuencia no decreciente de
al menos d + 2 numeros reales y el j-ésimo B-Spline de grado d con nodos t se
define como:

biti4a — X

X —t;
Bj,d,t(x) = —]_Bj,d—l,t(x) + Bj+1,d—1,t(x)

tiva — L tiv14d ~ tj+1
1, sit; <x <t
By = (b LU Sx S b
o 0, de otro modo

Este algoritmo tiene dos propiedades computacionales clave: es numéricamente
estable y es eficiente. Por otra parte, tiene varias propiedades tedricas que son de

interés, cuyas demostraciones pueden encontrarse en (Lyche & Mgrken, 2008):

1. Localidad de los nodos: el j-ésimo B-Spline de grado d, B;,, depende

Unicamente de los nodos tj, tj1, -, tjra+1-

2. Soporte local: six & [tj, tjya41) — Bja = 0. ANSi tj = tj1q41, Bjg = 0.



3. Positividad: si x € [tj,tj4q4+1) — Bjq > 0.

4. Suavidad: si un nodo aparece m veces (t; = tj.q = " = tjym—1 = z) las

derivadas de orden 0,1,2, ...,d —m de B; 4 son continuas en z.

5. Independencia lineal: Si ningdn nodo se repite al menos d + 1 veces, la
Unica forma de obtener una combinacién lineal de B-Splines nula es

cuando los coeficientes son ceros.

6. Representatividad: con una cantidad suficiente de nodos (N) se puede
reproducir cualquier polinomio de grado d en el dominio [a, b], donde

tgs1 < ayb < ty_q como una combinacion lineal de B-Splines.

Luego, se usa la aproximacion de variacion decreciente de Schobenberg para

generar la curva que aproximara el conjunto de puntos:
n
fl) = Z BiBia(x)
i=1

Aqui se constata que, haciendo una suposicién plausible respecto del grado
absoluto de la relacion funcional que obedece el conjunto de puntos, se puede
realizar una aproximacion adecuada en el dominio objetivo usando un algoritmo de
regresion. Sin embargo, quedarian por definir el vector de nodos y la cantidad de B-
Splines que se emplearan para realizar la regresion, ya que se supone que el

dominio objetivo es conocido de antemano.
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Fig. 1: Doce B-Splines de cuarto grado en el dominio [0,10] generados con un vector de nodos

equidistantes con nodos fantasmas hacia los extremos.



Los nodos son un concepto clave en el proceso de construccion de los B-Splines.
Pueden ser interpretados como los puntos entre los cuales se interpolaran las
funciones polinomiales que deseamos construir. Al momento de construir los B-
Splines se debe responder a dos cuestiones respecto de los nodos: qué se hara
para otorgar soporte suficiente a los extremos del dominio objetivo, donde
usualmente no hay una cantidad suficiente de splines para aproximar la curva

objetivo, y como se determinara la distancia entre un nodo y el siguiente.

Para responder a lo primero, se escoge la alternativa de los nodos fantasmas (nodos
fuera del dominio objetivo), de forma que haya la misma cantidad de B-Splines a lo
largo del dominio objetivo y tener continuidad en todas las derivadas de la curva,
aun en los extremos. De este modo, descartamos la opciébn de nodos de
multiplicidad en los extremos (repetir varias veces el nodo inicial y el nodo final), la
cual no cumplia con brindar continuidad en las derivadas de mayor orden, y por
tanto, con otorgar la misma suavidad en los extremos. Para responder a lo segundo,
la convencion para generar el vector de nodos es usar nodos equidistantes o nodos
por cuantiles, con lo cual el vector de nodos queda determinado por la eleccion del
namero de B-Splines por emplear.

El uso de nodos equidistantes con nodos fantasma simplifica en gran medida la
generacion de las funciones basicas, ya que brinda una serie de relaciones entre el
namero de B-Splines (S), la cantidad de nodos interiores (IK), la cantidad total de
nodos(TK), el tamafio del intervalo (step), el grado (deg) escogido y los limites
superior(ub) e inferior del dominio(lb), que son de gran utilidad al momento de

implementar una libreria de generacion de funciones bésicas:
IK=S—deg+1
TK=S+deg+1
step = (ub —1b)/(IK — 1)

Knot; = lb + step(i—1—deg), i€NAi€[1,TK]



2.2 P-Splines

Esta técnica se caracteriza por realizar una regresion que incluya una penalidad si
los B, son muy distintos entre si, lo cual controla cualquier sobreajuste. Con esta
metodologia podemos restar importancia a la eleccion del numero de B-Splines, ya
gue podriamos incluir un numero relativamente alto y evitar el sobre ajuste que
implicaria realizar una regresion por minimos cuadrados ordinarios sobre ese

espacio. La funcidén de costo propuesta es:
Q = (y = BX) W(y = BX) + A(DxB) (D)

Donde y es la variable dependiente, X el conjunto de variables que forman el
espacio sobre el que se regresiona, W es la matriz de pesos, Dy la representacion
matricial del operador de k -ésima diferencia A*, S la cantidad de B-Splines
empleados, N la cantidad de observaciones y S el vector de pesos estimados.

Optimizando esta funcion de costo se obtiene el estimador:
B = (X'WX + AD,'Dy) X' Wy

Esta funcién de costo tiene dos partes bien diferenciadas: la primera es la fidelidad,
es decir, el grado de ajuste de la curva, y la segunda es una medida de la rugosidad
de la funcién. El trade-off entre ambos esta controlado por A, por lo cual su eleccion
resulta crucial para la robustez del modelo. Aqui se siguen las recomendaciones
dadas en Eilers & Marx (1996), segun las cuales k =1y A se escoge primero
realizando validacion cruzada generalizada (GCV), después usando el A;;, como
insumo para el criterio de informacién de Akaike (AIC) y, por ultimo, empleando A4

en el calculo de f:

-1 1 0 0 0 0
[o -1 1 000]
D1=|0 0 -1 ogol
| 000 -1 10

0 0 0 0 —1 s iys

H=XXWX+AD;D,) X X'W —- Hy =9



(y — Hy)'(y — Hy)

GCV (L) =
2 (N —Tr()’

A2 _ v — HeevY)' v — Hevy)
° (N-1)

AIC(D) = o - Hy ;9 —Hy) | 2Tr(H) — NIn(2162)

0

Para minimizar GCV(A) y AIC(A) las librerias de software de minimizacion de
funciones suelen requerir como insumo un A inicial. En Eilers & Marx (1996) se
recomienda, para el caso de GCV(4), usar 1 =0, que es el caso de regresion sin
penalizacion y, para el caso de AIC(A), Agcy. Estas mismas librerias suelen requerir
también el gradiente de las funciones por optimizar (pueden hallarse los gradientes y
la matemética correspondiente en el Anexo 1).

Un tema bastante interesante que surge en este tipo de regresiones es el de la
dimension efectiva de . En el caso de una regresion sin penalizaciones, la
dimensién efectiva seria S. Pero, en el caso de P-Splines, la penalizacion restringe
los grados de libertad de la distribucion posterior de 3, por lo que dim(j) < S. Esto
dificulta el calculo de criterios de informacion como el de Akaike, que basan su
célculo en la dimensi6n efectiva de . En este documento se emplea la
aproximacion de Hastie & Tibshirani (1990), que emplea la traza de la matriz
proyectiva H, que en la literatura de B-Splines es conocida como matriz de

influencias, dim(f) = Tr(H). Es facil notar que Tr(H) = S para el caso en que 1 = 0.

Con este aparato teorico, dependiendo de como especifique las variables, se
pueden aproximar curvas par O curvas cupon cero. Las primeras son de
construccion més sencilla y directa: cada observacion de la regresion representaria
un bono, ys,; seria el vector de yields de los bonos, Xy,s seria la matriz que
contiene el valor de los S B-Splines calculados para el plazo de vencimiento de

cada papel y se asignan pesos a cada bono segun algun indicador de liquidez.



La construccion de la curva cupo6n cero no es tan directa. Lo que se empled
aqui es la relacién segun la cual el precio de un bono deberia de ser igual a la
suma de sus flujos de caja descontados con un factor de descuento que
disminuye cuando el flujo esta mas lejos en el tiempo. Entonces, primero es
necesario modelar la curva de factores de descuento para, a partir de esta,
obtener la curva cupon cero. Esto implica generar una matriz de flujos de caja
de todos los bonos que se emplean para la regresién, por ejemplo, para tres

bonos distintos:

100 O 0 0 0
CF=]10 250 0 100 O
0 0 125 0 100

Donde cada fila representa el flujo de caja de un instrumento y cada columna
contiene todos los flujos de caja que se recibiran en una fecha especifica. Luego, la
ecuacion empleada es: CFyyr - 8741 + € = Pyy1, donde T es la cantidad de plazos
distintos en los que se reciben todos los flujos de caja. Adicionalmente, 87, =
BStys * Bsy1 — (CEnyr * BStxs) * Bsx1 + € = Pyy1 . Con esto se ve de forma mas
directa que ys,; Seria el vector de precios de los bonos y que Xy,s seria el
resultado de multiplicar la matriz de flujos de caja por la matriz que contiene los
S B-Splines calculados para cada plazo distinto en que se recibe un flujo de

caja.

Unicamente falta especificar la forma que tendra la matriz de pesos. En este
punto seguimos lo propuesto en Subramanian (2001), que es modelar los pesos
usando tangentes hiperbélicas sobre algun indicador de liquidez. La ventaja
gue tiene esta forma funcional es que mientras el indicador de liquidez sea
cercano a uno, los pesos no presentaran diferencias significativas; sin embargo,

para los bonos iliquidos, el peso disminuiria rapidamente.

El concepto implicito detras de asignar pesos por liquidez es la suposicion de
gue, si un papel es mas liquido, su precio de mercado (que es el observado) es
mas fiable y tiene menor cantidad de ruido; por lo tanto, aportara mayor
cantidad de informacion a la regresién y se le asigna un mayor peso en la

funcion de costo. Aqui se usa el spread s; = P#* — PP para calcular como



indicador de liquidez a ¢; =1 — 5;/Spmax- CONn esto se calcula w; =tanh(¥;) y la

matriz Wy,y de pesos seria una matriz diagonal con los N w;.

3
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Fig. 2: Curva par (rojo) y curva cupon cero (azul) aproximadas con los bid yields (linea celeste
delgada) de 593 instrumentos de deuda de agencias gubernamentales y organismos

supranacionales. La diferencia entre las curvas se acentia con el incremento del plazo, pero

tienen una forma muy similar.

3. Cuasi Monte Carlo

3.1 Monte Carlo

Al valorizar opciones se afronta el problema de una integral multiple que, por lo
general, no tiene solucién analitica. Para esto se recurre al método de

evaluacion numérica Monte Carlo:

I(g) = f g(0)dx
[0,1]4

1 =N
ORFDINICO

Varyc(g) = f [g(X) — 1(g)]?dX

[0,1]¢

PN = {Xl,Xz, ...,XN} = (xl, .X'Z, ...,xd)
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La esperanza del estimador Q(g) sera igual a I(g) y su varianza Vary:(g)/N
siempre que los puntos Py (las llaves denotan vectores columna y los paréntesis
vectores fila) sean muestras de una distribucion uniforme en [0,1]¢ y con

g(x):[0,1]¢ - R de norma al cuadrado integrable.

En este caso, la funcion g es el flujo de caja a la fecha de madurez del instrumento,
por lo que depende del valor de los activos subyacentes a dicha fecha. Se hace la
suposicion de que el logaritmo del precio de cada activo sigue un proceso de

Wiener:

Sir = SioExp[T(u; — 0.50%) + (Ta"H)OSD™(x%)] > Eioo(Sir) = Sipet

S 1 x—t=0
Tit = ln( t/gt_l) U= thz_vri,t

Donde ®~* es la funcién inversa de la distribucién normal estandar acumulada y
supongo que el retorno futuro medio sera igual al promedio de los Gltimos V retornos
histéricos. Asimismo, se realiza la suposicién de que tendran una varianza igual al
promedio ponderado del cuadrado de los retornos diarios de los ultimos V periodos,

donde los pesos seguiran un patrén de decaimiento exponencial:
ij ij
at_fl = (1 — Dryeme + Ao, J

Asi, la funcion g de flujo de caja de la opcion termina dependiendo del conjunto Py

de nimeros extraidos de una distribucion uniforme en [0,1]¢.

En la practica, la simulacién Monte Carlo tradicional tiene los siguientes pasos:

1. Se obtienen nameros pseudo-aleatorios no correlacionados a extraidos de
una distribucion uniforme.

2. Se aplica la funcion inversa de la distribucion normal estandar acumulada,
obteniendo numeros pseudo-aleatorios que siguen una distribucién normal
estandar multivariada (media cero y matriz de covarianzas igual a la
identidad).

11



3. Se aplica la descomposicion de Cholesky a la matriz de covarianzas objetivo
(que se calcula con los factores de decaimiento exponencial).

4. Se multiplica la matriz de Cholesky por la matriz de numeros pseudo-
aleatorios no correlacionados y se suma la media objetivo de cada serie.

5. Se obtienen simulaciones de retornos de los activos correlacionados.

El método anterior es de aplicacién directa; sin embargo, la carga computacional
requerida para alcanzar la convergencia del resultado final es muy grande, ya que la
desviacion estandar del error de estimacion es proporcional a N=%°, lo cual implica
que, para reducirlo a la mitad, se deben cuadruplicar la cantidad de simulaciones.
Para acelerar la convergencia se realizan dos modificaciones al Monte Carlo
tradicional antes descrito:

1. Para la funcion inversa de la distribucién normal estandar acumulada se usa
el algoritmo de Acklam (2004), que es mas rapido y brinda una mejor
aproximacion que el algoritmo de Abramowitz & Stegun (1964), que usa la
mayoria de paquetes estadisticos y hojas de calculo.

2. Para la generacion de numeros “aleatorios” se emplean secuencias de
nameros cuasi-aleatorios de baja discrepancia. Debido a que ya no se usan
nameros pseudo-aleatorios, sino cuasi-aleatorios, el método pasa a llamarse
Cuasi Monte Carlo. Se escoge la secuencia generalizada de Halton para la
generacién de niumeros cuasi-aleatorios, ya que es la secuencia sobre la que

hay mayor cantidad de material académico disponible.

3.1 Secuencia generalizada de Halton

De forma general, las secuencias de niumeros cuasi-aleatorios estan conformadas
por puntos del hipercubo d-dimensional [0,1)? y estan disefiadas para lograr un alto
nivel de uniformidad con una cantidad relativamente pequefia de observaciones en
la muestra. Para medir el grado de uniformidad de la secuencia Py se emplea el

concepto de discrepancia extrema D, el cual se define formalmente como:

12



p(,Py) = card(PynJ])/N —Vol(J)
Ds(Py) = Supje J*|PU' Pyl

Donde card(x) es el numero cardinal del conjunto x, sup(x) es el supremo del
conjunto x, / es cualquier hipercubo contenido en [0,1]¢ y J* es la familia de todos
los hipercubos contenidos en [0,1]¢ que tienen una esquina en 0 y otra en cualquier
punto de [0,1]¢. La funcién p(J, Py) es la diferencia entre la fraccion de puntos de la
secuencia Py contenida en J y el volumen de J. La secuencia Py tiene una

distribucion uniforme si y solo si Al]im D% (Py) = 0.

Esta medida de uniformidad nos permite acotar el error de estimacion de la integral

1(g) mediante la desigualdad de Koksma-Hlawka:

< V(g)Dx(Py)

1 =N
| gwoax-3" g
[01]¢ N &=

Donde V(g) es la variacion de g(X) sobre [0,1]¢ en el sentido de Hardy-Krause (en
Tuffin (1996-A) se puede encontrar mas detalle sobre esta medida de variacion) y es
acotada. Se ve que para disminuir la cota del error es necesario disminuir V(g)o
D%(Py) . La variabilidad es intrinseca al integrando, por lo que no podemos
modificarla; sin embargo, la discrepancia depende del conjunto de puntos Py que

escogemos para realizar la integracion numérica.

En este contexto, las secuencias de baja discrepancia aparecen como una posible
mejora en la calidad de la estimacion, ya que estan disefiadas para obtener
Di(Py) = O(N~'log*® N), con lo que su error de estimacion |I(g) — Q(g)| =
O(N~11og®@ N), el cual, en muchos casos, es mejor que el O(N~%5) del error de

estimaciéon del Monte Carlo tradicional.

13
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Fig. 3: comparacion de la capacidad de mil puntos para llenar el dominio [0,1]?> de forma uniforme
usando numeros pseudo-aleatorios (izq) y una proyeccién sobre las dos primeras dimensiones de los

nameros cuasi-aleatorios de la secuencia de Halton (der).

Existen varias secuencias de niUmeros cuasi-aleatorios, todas cumpliendo con acotar
el error al menos con O(N~'log®% N), donde d/2 < a(d) <d, siendo las mas
conocidas las secuencias de Faure, Sobol, Halton y Niederreiter. Este documento se
concentra en la secuencia de Halton por ser aquella que cuenta con mayor cantidad
de material académico y empirico disponible.

La secuencia de Halton en [0,1]¢ se construye con el conjunto de bases b =
{b1, by, ..., by}, todas primas entre si (usualmente los primeros d nimeros primos), la
secuencia de enteros E = {1,2,..,N} y el hecho que cualquier nimero entero e > 0,

siempre que la base b; = 2 sea entera, puede ser escrito de la forma:

e =ay+ ab; + a;b} + -+ azbl = Z Oap(e)blp
p:

Donde el digito a, €{0,1,...,b; —1}; es decir, e puede escribirse como e, =
aq ...alaobi y
l

d)bi(e) = aobi_l + albi_z + e 4 aqb__(q+1) = Z ap(e)bi_(p+1)
p=0

Es la funcién radical inversa de de e en base b;, siendo posible escribirla como el

simetrico en el punto decimal de e, : ¢ (e) = 0.a9a, . Luego, la secuencia de
13

Halton se define como:
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Xe = (¢p,(€), Pp,(€), ..., Pp,(€))
x; = {pp,(1), p,(2), ..., Pp,(N)}
Hy = {X1, X5, ., Xy} = (X1, X2, ., Xq)

Donde x; es la secuencia de Van der Corput en base b;. El problema principal de la
secuencia de Halton es que, para mas de 10 dimensiones, la discrepancia sufre un
incremento drastico, producto de las correlaciones que surgen entre las secuencias
de Van der Corput en bases grandes. Se han propuesto distintas soluciones
tentativas a este problema y a estas secuencias modificadas se les denomina, en
conjunto, secuencias generalizadas de Halton.

Entre las secuencias mas discutidas tenemos la secuencia de Halton con saltos, que

consiste en tomar secuencias de la forma ¢, (L;e), donde L; define el salto del

muestreo, las secuencias aleatorizadas de Halton y las secuencias permutadas de

Halton, que consisten en intercambiar los digitos de e, de alguna forma. En lo

sucesivo nos centraremos en las secuencias permutadas de Halton con

permutaciones digitales lineales de la forma:

c=p
Tia0,a1,..0p-1 (ap) = ZC_Ofi,p,c ac+ zip (mod by)

< —(p+1
¢l§i(e) = 2 _0niiaola1:---:ap—1(ap)bi @+

Xe = (¢p,(e), dp,(€), .., P, (e))
x; = {pp, i + D, 5, i + 2), ..., 3, (i + N)}
GHy ={X;, X5, ... X5} = (%1, x5, ..., x3)

Donde z;,, es la permutacion digital aleatoria propuesta en Tuffin (1996-A), y; es el
inicio aleatorio propuesto en (Wang & Hickernell, 2000), f; , . una version general de

los multiplicadores propuestos en (Atanasov, 2004).
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Esta forma de presentar la construccion de la secuencia es lo mas general posible y
normalmente se usan soélo algunas modificaciones y no todas a la vez; sin embargo,
es posible emplear varios tipos de generalizaciones a la vez. Nosotros emplearemos
una secuencia generalizada de Halton permutada con los multiplicadores propuestos
en Faure & Lemieux (2009), y aleatorizada con permutaciones digitales aleatorias e

inicio aleatorio:
u~U[0,1] A y; € Z*~U[0, )
z; = u.b; (mod 1)

n;(ap) = fia, + z; (mod b;)

¢gi(e) — Zw ni(ap)bi_(p+1)
0

e = (¢p,(e), pp,(€), .., Pp,(€))
xi ={¢pp, i + 1, 0p,i +2), ..., b5, (i + N)}
GHy = {X5, X5, ... X§} = (x5, x3, ..., x3)

Es decir, emplearemos solo un multiplicador, una permutacion digital aleatoria y un
inicio aleatorio para todas las observaciones de una misma dimensién,
cambiandolos de dimensidn en dimension. Esta construccién nos permite aleatorizar
las secuencias deterministicas que se obtienen empleando multiplicadores
perturbando al minimo la estructura de la secuencia subyacente, tal como se
demuestra en Wang & Hickernell (2000) para el inicio aleatorio y en Faure (2005)

para la permutacion digital aleatoria.

Se incluye esta aleatorizacién con la finalidad de obtener un estimador de la
varianza del error de estimacion de la integral; sin embargo, es preciso sefialar que
las aleatorizaciones, por si mismas, no son buenas soluciones al problema de
correlacion en altas dimensiones, ya que, por su construccién, realizan una
perturbacion minima a la estructura subyacente. Es por esto que se realiza la

aleatorizacion sobre una estructura permutada linealmente, las cuales quiebran en
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mayor medida el problema de las correlaciones. Por otra parte, para estimar la
integral no es necesario aleatorizar la secuencia, lo cual significa una ganancia

adicional en tiempo de célculo.

09 | e S R o '-..‘_‘..._ .'-.:- . '." .-._._...

08 1.".* R .'.-._ .o

o6 £
o5 | S e
by L

02 1 S

o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 4: comparacion de la capacidad de mil puntos para llenar el dominio [0,1]? de forma uniforme de
las proyecciones sobre las dimensiones 49 y 59 de la secuencia de Halton (izq) y la secuencia de

generalizada de Halton con multiplicadores de Faure-Lemieux.

Otro punto importante es el hecho de que en Wang & Hickernell (2000) se emplea la
transformada de Von Neumann-Kakutani de forma recursiva para el calculo de la
secuencia de Halton. Esto es posible gracias a que, tal como se demuestra en
Pages (1992), las secuencias de Van der Corput en base b; son equivalentes al
sistema ergddico generado por la transformada de Von Neumann-Kakutani en base
b; alrededor de 0. Esta forma de calculo evita la necesidad de acotar y;, pero hace
muy impractica la implementacién de las permutaciones digitales, por lo cual, en

nuestro algoritmo usamos 108 como una cota superior razonable para y;.
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Fig. 5: comparacion de la capacidad de cinco mil puntos para llenar el dominio [0,1]?> de forma uniforme
usando nimeros pseudo-aleatorios (izq) y una proyeccion sobre las dos primeras dimensiones de los

ndmeros cuasi-aleatorios de la secuencia de Halton (der).

3.3 Descomposicion de Cholesky

Es una técnica matematica empleada para descomponer una matriz definida positiva
en el producto de una matriz triangular inferior y su traspuesta: L = A = A”. La técnica
es relevante para nuestra aplicacién debido a que nos permite correlacionar los

nameros aleatorios que se usan para la simulacion.

Suponiendo que Ey, €s la matriz de numeros aleatorios no correlacionados, donde
N es la cantidad de simulaciones y M es la cantidad de activos simulados, entonces
definimos Cov(E) = ET xE =1,,. Ahora suponemos que Z,,, €s la matriz de
covarianzas entre los activos simulados y hallamos su descomposicién de Cholesky:
Y= Z«+ZT. Por ultimo, calculamos: Cov(E *ZT) = (E*ZT)T « (E*ZT) = Z * (ET *
E)+«ZT =ZxZT = X. Por tanto, la matriz A = E x ZT contiene nimeros aleatorios con
una matriz de covarianzas idéntica a la matriz objetivo £; es decir, los niameros

aleatorios correlacionados que buscamos.

4. Breve comparacion metodolégica

A pesar de encontrarse fuera del enfoque de presentacion metodoldgica, se
consider6 necesaria la inclusion de ejemplos que sustenten nuestras tesis de
mejoras en la eficiencia de la valorizacién de activos de renta fija y de instrumentos

derivados.

En el caso de la valorizaciéon de activos de renta fija se comparé la metodologia de
Nelson & Siegel (1987) con la metodologia de P-Splines presentada en este
documento. Construimos curvas cupon cero Unicamente con papeles de gobierno en
dolares americanos, en euros, y en doélares australianos. El intervalo de andlisis es
del 30/06/2014 al 18/03/2015, con 154 instrumentos en doélares americanos, 25

instrumentos en euros, y 13 instrumentos en ddlares australianos, todos valorizados
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diariamente. Principalmente analizamos el error cuadratico medio y el error absoluto

medio, y acompafiamos el analisis con un gréfico del error de valorizacion.

usD Nelson-Siegel P-Splines
Abs(e) 0.0444 0.0609
en2 0.0220 0.0078

:M

=== P-Splines USD Nelson-Siegel USD

Fig. 6: Error de valorizacion diaria de 154 bonos del tesoro americano en USD desde el 30/6/2014

hasta el 18/03/2015, se compara la metodologia de P-Splines con la de Nelson-Siegel.

EUR Nelson-Siegel P-Splines
Abs(e) 0.3150 0.2740
en2 0.2582 0.1463
1.5
1
0.5 []
0
-0.5
1 4HH ¥
15 i I it H
-2
-2.5
-3
-3.5
-4
Nelson-Siegel EUR === P-Splines EUR

Fig. 7: Error de valorizacion diaria de 25 bonos del gobierno aleman en EUR desde el 30/6/2014 hasta

el 18/03/2015, se compara la metodologia de P-Splines con la de Nelson-Siegel.
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AUD Nelson-Siegel P-Splines
Abs(e) 0.2682 0.2379
en2 0.2888 0.1695

=== Nelson-Siegel AUD  ====P-Splines AUD

Fig. 8: Error de valorizacion diaria de 13 bonos del gobierno australiano en AUD desde el 30/6/2014
hasta el 18/03/2015, se compara la metodologia de P-Splines con la de Nelson-Siegel.

En todos los casos, la metodologia de regresion ponderada con P-Splines obtiene
resultados muy superiores en error cuadratico medio. En el caso del error absoluto
medio la metodologia Nelson-Siegel supera a la de P-Splines Unicamente para la
curva de bonos del tesoro norteamericano, aunque ambas metodologias obtienen un
error absoluto medio infimo. En el caso de los bonos del tesoro norteamericano, la
metodologia Nelson-Siegel genera errores bastante elevados para fechas en las que
hubo deformaciones pronunciadas en la curva, lo cual eleva mucho su error
cuadratico medio. Por otra parte, la razén por la que el error absoluto medio de
Nelson-Siegel es menor en este caso es porque en esa metodologia no se emplean
ponderaciones por liquidez al momento de realizar la estimacién de la curva, lo cual
nos indica que, tal vez, para mercados tan eficientes como el de bonos del tesoro
norteamericano, podriamos no emplear ponderaciones por liquidez, o usar alguna
funcién que nos provea ponderaciones mas homogéneas. Por Gltimo, es importante
recalcar que los grupos de instrumentos con los que se construyeron las curvas no
coinciden con los grupos de instrumentos que se valorizan con estas curvas al
momento de comparar ambas metodologias. Esto evita cualquier tipo de sesgo de

seleccién en la muestra.
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En el caso de la valorizacion del derivado financiero, se comparé el método Monte
Carlo con el método Cuasi Monte Carlo aqui expuesto. Los derivados valorizados
son una opcion call y una opcién sobre una canasta de monedas. El primer caso es
bastante sencillo e inclusive cuenta con solucion matematica cerrada. El segundo
caso es bastante mas complicado y presenta un problema multidimensional que
amerita el uso de una integracion numérica. En ambos casos queda demostrada la
superioridad de la metodologia Cuasi Monte Carlo para problemas de
dimensionalidad relativamente baja (menor a 20). Podemos notar la mayor precision
de la metodologia en el gréafico ilustrativo: el Cuasi Monte Carlo converge mucho
mas rapidamente hacia el valor asintético final del derivado y, ademas, es menos
ruidoso en su convergencia hacia este valor. Esto significa que con una menor
cantidad de simulaciones podemos obtener un resultado mas aproximado y mas

confiable que con la metodologia Monte Carlo.

64

63.5

63

62.5

59.5

59 T T T 1
0 500000 1000000 1500000 2000000

====MC ==——=QMC

Fig. 9: Valorizaciéon de una opcion call (eje vertical) empleando distinta cantidad de simulaciones (eje

horizontal). Se emplearon hasta dos millones de simulaciones con saltos de mil en mil.
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Fig. 10: Valorizacion de una opcidn sobre una canasta de monedas (eje vertical) empleando distinta
cantidad de simulaciones (eje horizontal). Se emplearon hasta dos millones de simulaciones con saltos
de diez mil en diez mil.

5. Conclusiones y recomendaciones

El objetivo del trabajo es presentar una metodologia para la obtencién de un valor
razonable para bonos estructurados que no coticen continuamente. El enfoque que
se adopta es el de presentar las propiedades teéricas indispensables para entender
los métodos empleados, explicar adecuadamente qué se hace en cada uno y cémo
realizar una adecuada implementacién. Luego, lo inmediato es construir librerias en
cualquier lenguaje de programacion. Se recomienda Matlab, sobre todo para las
librerias de P-Splines, donde hay un uso intensivo del algebra matricial.

En mercados iliquidos de bonos es mejor usar métodos de regresion por cuantiles
Dutta, Basu & Vaidyanathan (2005); sin embargo, no parece posible en el estado
actual del conocimiento, ya que, por la naturaleza recursiva del algoritmo de
regresion por cuantiles, el calculo de la dimensién efectiva del vector de pardmetros

se vuelve intratable. Es por ello que se usa una regresion de minimos cuadrados,
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donde hay una aproximacion razonable de la dimension efectiva del vector de
parametros en Eilers & Marx (1996).

Otro método que se puede aplicar para el célculo de la matriz de covarianzas es el
GARCH; sin embargo, este método tiene el problema de que, para la prediccion
conjunta de las covarianzas de varios activos, la cantidad de parametros crece
desproporcionadamente si no se realizan suposiciones muy restrictivas sobre las
correlaciones condicionales entre los activos y, ademas, aumenta en gran medida la
carga computacional, lo cual hace ineficiente su aplicacion a bonos estructurados

gue tengan como activo subyacente una canasta de instrumentos.

En lugar del generador de nimeros cuasi-aleatorios se puede emplear el muestreo
mediante hipercubo latino, hipercubo latino ortogonalizado o el hipercubo latino casi
ortogonalizado; sin embargo, estas metodologias no cuentan con la misma cantidad
de material académico que los generadores de numeros cuasi-aleatorios lo que,
aunado a que las ventajas que pueda tener frente a estos Ultimos no son claras,

favorece el uso de secuencias generalizadas de Halton.

Por dltimo, dado que una documentacion exhaustiva de resultados comparativos
entre metodologias escapa del alcance de este documento, se remite a documentos
donde se llevan a cabo comparaciones de cada metodologia por separado en las

notas bibliogréficas.
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6. Anexo 1: Gradientes

dH
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Anexo 2: Codigos para Matlab

Esta funcién genera el n-ésimo nimero cuasi-aleatorio de la serie correspondiente a

la base b.

Based on Faure,H. & Lemieux,C. (2008)

b is the base of the dimension

f is the corresponding multiplier for the dimension
rds must be 1 for Random Digital Shifts, 0 otherwise.

function h=GeneralizedHalton (n, b, f)

o°

o°

n0 = n;
GH = 0;
1 =17/ b;

while (n0O > 0);
% Reduce b-th order by 1
nl = floor(n0 / b);
% Get a r(n)
ar = n0 - nl * b;
Scrambling
= f * ar;
= q - floor(qg / b) * b;
Accumulate Sum(a r(n)/b"r)
=GH + 1 * s;
=1/ b;

oe

S H Q o° n Q
]

o
|
3
=
~

end
h=GH;
end

Esta funcién genera una matriz de niUmeros cuasi-aleatorios. Incorpora los primeros

cincuenta numeros primos y sus respectivos multiplicadores de Faure-Lemieux. Esto
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significa que la dimensionalidad méaxima en la que esta funcion es Util es cincuenta.
Si se desea incorporar més dimensiones, se puede revisar Faure & Lemieux (2009),

donde se presentan los primeros trescientos multiplicadores.

function M=GHGen (N, Dimensions)

rds must be 1 for Random Digital Shifts, 0 otherwise.
b is the base of the dimension

f is the corresponding multiplier for the dimension

o° oo

o\

M=zeros (N, Dimensions) ;

b=(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, o7, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131,
137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199,
211, 223, 227, 2291';

f=r1, 1, 3, 3, 4, 9, 7, 5, 9, 18, 18, 8, 13, 31, 9, 19, 36, 33, 21,
44, 43, 61, 60, 56, 26, 71, 32, 77, 20, 95, 92, 47, 29, 61, 57, 069,
115, ©3, 92, 31, 104, 126, 50, 80, 55, 152, 114, 80, 83, 97]';

for n=1:N;
for d=1:Dimensions;
M(n,d)=GeneralizedHalton(n, b(d), f£(d));
end
end
end

Esta funcion calcula el valor de un B-Spline en un punto t dado del dominio.

function bas=basicspline(t, Knots, Degree, NCurve)

x=0;
y=0;
if (Degree == 0);
if (t > Knots (NCurve,l) & t <= Knots (NCurve+l,1));
bas = 1;
else
bas = 0;
end
else
x = (t - Knots (NCurve,1l)) / (Knots ((NCurve+Degree),1l)-
Knots (NCurve, 1)) ;
y = (Knots ((NCurve+Degree+l),1)-t) /
(Knots ( (NCurvetDegree+l),1l)-Knots ((NCurve+l),1l));
bas = x*basicspline(t, Knots, Degree-1, NCurve)+y*basicspline(t,
Knots, Degree-1, NCurve+l);
end
end

Aqui generamos toda la matriz de B-Splines para los puntos especificados en el
vector grid.

function BSM=BSplinesMat (Grid, Degree, NumSplines, LowerBound,
UpperBound)

% Uniformly distributed knots B-Splines

% Type must be 1 for Multiple Knots at Lower Bound and Upper Bound.
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% Type default is Phantom Knots

%% Generating the Knots
InteriorKnots=NumSplines-Degree+l;
NKnots=NumSplines+Degree+l;

Step= (UpperBound-LowerBound) / (InteriorKnots-1) ;
Knots=zeros (NKnots, 1) ;

% Generating Phantom Knots by default
for i=1: (NKnots) ;

Knots (i, 1) =LowerBound+Step* (i-1-Degree) ;
end

%% Generating the B-Splines Matrix for regression
lg=size(Grid, 1) ;
BSM=zeros (1lg,NumSplines) ;

for c=1:NumSplines;

for r=1:1g;
BSM(r,c)=basicspline (Grid(r, 1), Knots,Degree,C);
end
end

end

Con la siguiente funcién generamos las curvas cupoén cero.

function [Beta

Lambda]=PSplinesRegZCC (t,CashFlowMatrix,BidPrice,AskPrice, SpreadMax,D
egree,NumSplines, LowerBound, UpperBound)

% t as a column vector that contains the time of every cashflow in
CashFlowMatrix

% CashFlowMatrix as a matrix that contains every cashflow in a (time
x securities) fashion

% phantom nodes by default

%% Inputs
%$BS=BSplinesMat (X (:,1),4,8,0,7);
BS=BSplinesMat (t, Degree, NumSplines, LowerBound, UpperBound) ;

[

% Update to tanh weights
SWl=(1./((abs (BidYield-
AskYield)+1).72)).*(1./ (1+Coupon) .”0.5).* (Outstanding.”0.5);
Spread=abs (AskPrice-BidPrice) ;
Wl=tanh (1-Spread/SpreadMax) ;
W2=diag (W1l) ;

%% P-Splines

% Falta analizar el caso con restricciones (de igualdad y
desigualdad) de forma adecuada

Q=BSplinesMat (0, Degree, NumSplines, LowerBound, UpperBound) ';

E=CashFlowMatrix'*BS;

k=size (E,2);

m=size(E,1);

% First Order Difference Matrix
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D=zeros (k-1,k);
for f=1:k-1;
D(f, f)=-1;
D(f, f+1)=1;
end
% fminunc options
options = optimset ('GradObj', 'on');
% General Cross Validation's lambda
lambdaGCV=fminunc (@ (lambda) (PSGCV (BidPrice, E, D, W2,
lambda) ), 0,options);
% Estimate for variance using GCV's lambda
H=E*inv (E'*W2*E+lambdaGCV* (D'*D) ) *E'*W2;
sigma2=(BidPrice-H*BidPrice) '* (BidPrice-H*BidPrice)/ (m-1);
% Akaike Information Criterion's lambda
lambdaAIC=fminunc (@ (lambda) (PSAkaike (BidPrice, E, D, W2,
lambda, sigma?2) ), lambdaGCV, options) ;

o)

% Equality Constrained Regression's Beta
BetaPS=inv (E'*W2*E+lambdaAIC* (D'*D)) *E'*W2*BidPrice;
BetaPSEC=BetaPS-inv (E'*W2*E) *Q*inv (Q'*inv (E'*W2*E) *Q) * (Q' *BetaPS-

[SN)
o

Plot
% plot(X(:,1),X(:,2),X(:,1),BS*BetaPSs)

%% Output

% Upgrade for Inequality Constrained Regression -> dim(H)?
Beta=BetaPSEC;
Lambda=lambdaAIC;

end

Esta funcion calcula la validacion cruzada generalizada.

function [GCV g]=PSGCV(y,X,D,W,lambda)

% Vector length of y
m=size(y,1);

% Influence matrix

H=X*inv (X' *W*X+lambda* (D'*D)) *X' *W;

% d(H) /d(lambda)

dH=-

X*inv (X'*W*X+lambda* (D'*D) ) *(D'*D) *inv (X' *W*X+lambda* (D'*D) ) *X'*W;
% Generalized Cross Validation
GCV=(y-H*y) '* (y-H*y) / (m-trace (H)) "2;

% GCV's gradient wrt lambda

g=2* (y-H*y) '* (y-H*y) *trace (dH) / (m-trace (H) ) "3-2* (y-H*y) ' *dH*y/ (m-
trace (H))"2;

end

Esta funcidn calcula el criterio de informacion de Akaike.

function [AIC g]=PSAkaike(y,X,D,W, lambda, sigma?2)
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% Vector length of y
m=size(y,1l);

% Influence matrix

H=X*inv (X' *W*X+lambda* (D'*D) ) *X'*W;

% d(H) /d(lambda)

dH=-

X*inv (X'*W*X+lambda* (D'*D) ) *(D'*D) *inv (X' *W*X+lambda* (D'*D) ) *X'*W;
% Akaike Information Criterion

AIC=(y-H*y) '* (y-H*y) /sigma2+2*trace (H) -m*log (sigma2) -m*log (2*pi) ;
% AIC's gradient wrt lambda

g=-2* (y-H*y) '* (dH*Yy) /sigma2+2*trace (dH) ;

end

Con esta funcion calculamos la curva para cualquier punto dentro del dominio
objetivo, una vez que ya obtuvimos los betas de la regresion.

function PS=PSplinesGen (t, beta,Degree,NumSplines, LowerBound,
UpperBound)

% t as double

% beta as column vector

PS=BSplinesMat (t, Degree,NumSplines, LowerBound, UpperBound) *beta
end
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