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1. Introduccion

En los paises en desarrollo se evidencia hoy una creciente tendencia de llevar a cabo
proyectos bajo el esquema de Asociacién Ptiblico Privada (APP)!. En este contexto, estos
particulares proyectos sociales son llevados a cabo por inversionistas privados que son
atraidos tanto por la naturaleza econémica de la concesién como por la reduccién de
riesgo que supone la extensién de una garantia de recuperaciéon de su inversién, por parte
del Estado.

Desde una perspectiva estatal, puede advertirse que una ventaja de este esquema es
que se induce al inversionista privado a concentrarse en la eficiencia de los procesos (mas
que en la administracion del riesgo de demanda) y que una desventaja resulta ser el hecho
de que ahora el Estado asume un riesgo que precisa ser evaluado en la medida que éste se
obliga a efectuar la cobertura correspondiente en caso de falla.

La evaluacién de este riesgo se constituye asi en un factor relevante de la esfera de
decisiones del Estado, y teniendo en cuenta el comportamiento estocéstico de los ingresos
de la concesion, la pregunta: ; Cudl es el valor del pasivo contingente que el FEstado asume
al extender esta garantia por el periodo de concesion? surge como una interrogante que
debe resolverse.

El objetivo bésico de este documento es responder esta pregunta desde una perspectiva
tedrica, y presentar a partir de ello una metodologia que permita efectuar un adecuado
calculo del valor de la garantia en cuestién, tomando como base el caso practico de una
concesion vial actualmente en estudio en el Peru.

Para la solucién tedrica se parte de la investigacién base de Merton [9], quien considera
que la valuacién de una garantia financiera es isomorfa a la valuaciéon de una opcién de
venta Europea (6 put option), y en tal sentido, s6lo bastaria aplicar la férmula estdndar
de Black y Scholes [1] si el proceso subyacente corresponde a un movimiento Browniano o
proceso Wiener; o en su defecto, deberia aplicarse la generalizacion de la indicada férmula,
planteada en Merton [8], si se verifica que la dindmica de la variable corresponde a un
proceso estocastico de salto-difusion.

"Los autores expresamos nuestro agradecimiento a René Cornejo por sus valiosos comentarios y por las
facilidades brindadas en el desarrollo de esta investigacién. Agradecemos asimismo a Sergio Hinojosa; fue
él quien nos presentd tanto el problema como las ideas generales de la solucién bésica.

'Ver Hammami et. al [4].



Para la aplicacién prictica se toma como referencia la variable de ingresos de la ya
senalada concesién vial, cuya serie temporal sirve de base para la estimacién de los cor-
respondientes pardmetros. La metodologia de valoracién mas adecuada es propuesta asi,
luego del analisis de los resultados obtenidos.

El documento consta de tres partes: en la primera se plantea el problema, en la se-
gunda, se presenta el marco tedrico utilizado para responder la pregunta que motiva esta
investigacidn, y en la tercera, se desarrolla el caso de aplicacién, alcanzidndose finalmente
las conclusiones.

2. Planteamiento del problema y mecanismo de solucién

El problema consiste en la valuacién de la garantia que el Estado extiende a favor del
operador de una concesién, de acuerdo a la siguiente logica:

1. El operador de la concesion, a lo largo del horizonte contractual, obtiene ingresos cuyo
comportamiento es aleatorio (Y;). Estos ingresos se liquidan en intervalos temporales
(semestrales, anuales, etc.) estipulados en el contrato.

2. Cada vez que los ingresos sean liquidados a lo largo del periodo de concesidn, el
Estado garantiza al operador un ingreso minimo (IMGy) establecido ex-ante.

3. Si eventualmente los ingresos liquidados en cada intervalo temporal estuvieran por
debajo del nivel garantizado, i.e. Y; < IMGy, el Estado se halla en la obligacién de
cubrir el monto que falta para completar el ingreso minimo garantizado (IMG;—Y;).

Para aproximarse a la resolucién de tal problema puede seguirse a Merton [9].

Dicho autor considera que, siendo el valor de una garantia de deuda asumida por una
firma, isomorfo al valor de una opcién de venta financiera Europea? (puesto que ambos
valores tienen la misma estructura al vencimiento), todo el instrumental que se utiliza
para valuar la referida opcién de venta puede tambien utilizarse para valuar la garantia,
dejando abierta la posibilidad de aplicar la férmula de Black-Scholes para este efecto (si
acaso la variable aleatoria asociada a la garantia sigue un comportamiento Browniano).

Como indica Merton [9], este isomorfismo se comprueba al comparar las siguientes
ecuaciones:

V(r) =max {0, K — S} (1)
G(T) =max{0,B - V;} (2)

Ambas tienen la misma estructura. Mientras (1) corresponde al valor de una opcién
de venta financiera Europea en la fecha de vencimiento 7, teniendo el activo subyacente

2Se recuerda que una opcién de venta financiera Europea (con acciones como activo subyacente) es un
derivado financiero o contrato que le otorga a su tenedor, el derecho de vender un nimero determinado de
acciones a un precio acordado de antemano (llamado precio de ejercicio), en una fecha predefinida (llamada
fecha de expiracién o de vencimiento de la opcién).

Si en la fecha de expiracién t = T, el precio de cada accién, S, es mayor que el precio de ejercicio,
K, estipulado en la opcidn, el tenedor de la opcién no ejercerd su derecho a vender sus acciones a ese
precio, pues puede obtener un precio mayor por ellas en el mercado, y en tal caso, la opcién de venta no
tendrd ningdn valor. Pero, si por el contrario, en la fecha de expiracién, el precio de mercado es menor
que el precio de ejercicio, el propietario de la opcién ejercerd su derecho a vender al precio acordado;
consecuentemente el valor de la opcién serd la diferencia entre el precio de ejercicio y el precio de la accidn,
(K — S), multiplicado por el nimero de acciones especificadas dentro de la opcién.



un precio de ejercicio K y un precio S en la indicada fecha, (2) por su parte, corresponde
al valor de una garantia ofrecida por un tercero a una firma que ha asumido una deuda
que valdrd B en la fecha de vencimiento T, y cuyo valor (el de la firma) serd V al vencer
la deuda.

En el caso especifico de la concesién se observa que, al vencimiento ¢, el valor de la
garantia que extiende el Estado serd igual a: Cero (con lo cual Estado no desembolsa
monto alguno), si el operador de la concesién observa que sus ingresos Y; son mayores
que los ingresos minimos (I M G;) garantizados por el Estado, no ejerciendo su derecho de
opcién de venta, o igual a IM G —Y; (el monto que desembolsa el Estado), si el operador
observa que Y; es menor a I MGy, ejerciendo su derecho a que el Estado le compense lo
faltante.

Esto es, G(t) formalmente serd igual a:

G(t) = max {0,IMG, — Y;} (3)

Con lo cual se concluye (siguiendo a Merton [9]) que, siendo (3) isomorfa a (1), para
resolver el problema puede suponerse que el Estado al conceder la garantia de la concesién,
estd en la prictica emitiendo n opciones de venta Europeas ? con vencimientos de intervalos
temporales iguales a cada unidad de tiempo en que el operador liquida sus ingresos, y en
tal sentido, el valor de la garantia del Estado es igual al valor de las referidas opciones de
venta (como si éstas fueran financieras), el mismo que puede determinarse aplicando la
férmula de Black-Scholes o la generalizacién de Merton [8] si fuera el caso.

3. Marco teorico

El objetivo de esta seccién es presentar el marco en el que surgen las férmulas de
valuacién de opciones que seran utilizadas para resolver el problema propuesto. En primer
lugar se procede a una revisién de la férmula de Black y Scholes [1], que como es conocido
se aplica en un entorno de movimiento Browniano, y a continuacién se revisa la férmula
de Merton [8] que es aplicada m4s bien en un entorno de saltos con difusién®.

En ambos casos, el contexto en el que se desarrolla la deduccién de las férmulas corre-

sponde al de opciones financieras que tienen como activo subyacente a acciones.

3.1. Foérmula de Black-Scholes-Merton

A pesar de tener supuestos no realistas, la férmula de Black-Scholes resulta ser la
mas usada para valuar opciones dada su simplicidad de calculo, lo cual ocurre debido
fundamentalmente al supuesto adoptado o verificado de que el precio de las acciones sigue
un movimiento Browniano (o paseo aleatorio continuo), proceso estocdstico continuo basico
que se define de la siguiente manera:

Definicién 3.1 (Movimiento Browniano) Un proceso Wiener o movimiento Browni-
ano es un proceso estocdstico W (t) real valuado y definido Vt € [0,00), tal que:

1. W(0) =0, c.s.

3En este caso el contrato de la concesién funge como el activo subyacente, los ingresos estocasticos (Y")
de la misma cumplen el rol del precio de la accién, y los ingresos mimimos garantizados por el Estado,
IMG, corresponden al precio de ejercicio.

4 Ambos procesos pertenecen a la familia de procesos llamados Lévy. Para una revisién detallada y mas
profunda de estos procesos aplicados a Finanzas, vedse Cont y Tankov [3].



2. Los caminos muestrales t — W (t) son continuos c.s.

3. W (t) tiene distribucion Normal con media 0 y varianza t, i.e. W(t) ~ N(0,t).

Como consecuencia de esta definicién, se tiene que:

1.YO0 =t < t; < ... < tpy, los incrementos W(ty) = W (t1) — W (tp), W(ta) —
W(t1),...,W(tm) — W(t,—1) son independientes, y

2. W(ti41) — W (t;) tienen distribucién Normal con media 0 y varianza t; 1 — t;

Como se advierte, la consideracién mas importante del movimiento Browniano es que
tanto la variable aleatoria con esta dindmica como sus diferencias, tienen una distribucion
normal en cada instante, siendo éstas ademas independientes, con lo que puede afirmarse
que este movimiento es lo mas parecido a un ruido.

Basado en este proceso es que Samuelson [10] plantea la siguiente ecuacién diferencial
estocdstica para calcular el retorno de una accién en cualquier instante ¢:

a5t) _ pdt + odW (t) (4)

donde, S(t) es el precio de la accién en el instante ¢, x4 es la media de los retornos de la
accién, o es asimismo la desviacién estindar de los retornos de la accién, y W(t) es el
componente Browniano.

La solucién de esta ecuacién, denominada Movimiento Geométrico Browniano, es:

S(t) = §(0)e 7)o (5)

la cual puede reescribirse como:

(59 (52 e oo o

S(t)

Asi, segiin (4), el retorno de una accién (medido por %) tiene por tanto una dindmica
con dos componentes, uno deterministico (una tendencia regida por la media u), y otro
estocdstico que es proporcional a la variacién Browniana. Y, segin (5) o (6) es posible
determinar el precio S(¢) o el log-retorno correspondiente en el instante ¢, lo que permite
consecuentemente estar en condiciones de valuar una opcién de venta Europea de la accién
cuyo precio S(t) posee la dindmica descrita.

Teniendo en cuenta (1) y asumiendo que en la fecha de expiracién ¢ el precio S(t) es
mayor que el precio de ejercicio K, el valor de una opcién de compra Europea® serd igual
a:

C=e"E[S(t) - K] (7)

Lo que implica traer a valor presente (¢ = 0), con r igual a la tasa libre de riesgo, el
valor esperado de la opcién a su vencimiento.

Si se adoptan los supuestos de Black y Scholes [1]%(como ellos mismos sefialan, para
efectos de concentrarse en lo fundamental), se reemplaza (5) en (7) y se considera asimismo

La idea es la misma que la de una opcién de venta. En este caso, el derecho que se adquiere es el de
compra. Si el precio de ejercicio es menor que el precio de la accién, entonces ejercemos nuestro derecho
de compra a menor precio.

SEstos supuestos son:

S.1 La tasa de interés de corto plazo es conocida y constante a través del tiempo.



que W(t) = Z\/t, teniendo Z una distribucién Normal con media 0 y varianza 1, i.e.
Z ~ N(0,1), se tiene entonces que el valor de esta opciéon de compra Europea es igual a:

) t+oW(t
Cps=e¢"E [S(O)e(HQ) oW () —K]

Cps=¢ "E [S(O)e(r_cr‘;)tMZ\/Z — K]
ot oo
Var o

Resolviendo el término entre corchetes de (8), de modo que Cgg > 0. Esto es, igualando
el término entre corchetes a cero y reemplazando = por a, se tendra:

(k) (- 9) §

- g

Chs = [ks*(())e(’“”—f)”‘”ME - K] e~ T dr (8)

con lo que (8) puede reescribirse asi:

e " * (rfﬁ)tﬂm:\/f :| z2
Cgs = S(0 2 —K|le 2d 10
BS \/277_‘_ . |: ( )6 € Z ( )
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m= g [ s . A

CBS = S(O) 00 Lefﬁpkgz\/%*%dm _ efrtK /OO 1 eiédx
a V27T @ /27'('
1 (zﬂg\/zﬂ 2

Cps = S(O)/ \/ﬂe* dx — ertK/ \/12?6 T dr (11)

y efectuando el cambio de variable y = (z — ov/1), con lo que b = a — /%, se tiene que
la dltima ecuacién queda de la siguiente manera:

C 5(0) /Oo L %4 MK /oo L 24 (12)
= e —e e 2dx
Bs b V 27'(' 4 a V 27T
ademds, reemplazando d; = a — 0/t y dy = —a, se llega finalmente a:
Cps = S(0)N(dy) — e " K N(dy) (13)

resultando la conocida férmula de Black-Scholes-Merton para una opcion de compra
Europea, con N(-) igual a la distribucién acumulada normal estdndar.

S.2 La varianza de los retornos de la accién es constante.
S.3 La accién no paga dividendos o alguna otra distribucién.
S.4 No hay costos de transaccién en la compra o venta de la accién o de la opcién.

S.5 Es posible prestarse, a la tasa de interés de corto plazo, un monto equivalente a una fraccién del
valor de un activo financiero para comprarlo o para tenerlo.

S.6 No hay penalidades por ventas en corto. Un vendedor que no es propietario de un valor simplemente
aceptard el precio de un comprador y convendrd con el mismo una fecha en la que le pagard un
monto igual al del precio que tenga el valor en esa oportunidad.
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Luego, considerando la hipétesis de paridad compra-venta de una opcién’se concluye

que el valor de la opcién de venta Europea sobre acciones (Vgg) es igual a:

Vs = Ke ""N(—ds) — S(0)N(—dy) (14)

3.2. Férmula de Merton para saltos con difusion

Como menciona Merton [8], el supuesto critico de Black y Scholes es que la senda mues-
tral del precio de la accién es continua, con probabilidad uno. Sin embargo, la evidencia
empirica advierte que esta hipdtesis no se sostiene puesto que no se tienen transacciones
continuas (sino mas bien discretas), y ain cuando éstas pueden aproximarse a ser contin-
uas, es comun que el precio experimente saltos como consecuencia del ajuste que efectia
el mercado ante la llegada de nueva informacién.

En tal sentido, puede afirmarse que la dindmica Browniana de la accién vista en la
seccién anterior no se cine necesariamente a lo que la evidencia empirica senala, haciéndose
necesario encontrar un proceso estocdstico que se ajuste a los movimientos “reales” de la
misma, los cuales indican que los precios parecen seguir aleatoriamente una evolucién
cercana al movimiento Browniano en algunas etapas (difusién) y una dindmica aleatoria
de saltos en otras, combinacién de movimientos a la que se denominara proceso de salto-
difusién.

Para una mejor caracterizacion (y claro estd, para una adecuada valuacion de la opcion)
se precisa por tanto agregar al movimiento Browniano, los procesos que reflejen la dindmica
de saltos que experimenta toda accién. Dichas fuentes de aleatoriedad contenidas en la
evolucién temporal del precio de la accién, y su correspondiente proceso estocéstico, se
resumen como sigue:

a) Paseo aleatorio continuo (Movimiento Browniano),
b) Numero de saltos que ocurren por periodo (Proceso Poisson), y
¢) Tamano ¢ amplitud de los saltos (Proceso Poisson compuesto)

En esta seccion se asume por tanto que la dindmica de la acciéon también viene carac-
terizada (adicionalmente a lo visto en la seccién anterior) por procesos Poisson y Poisson
compuesto, los cuales se detallan en seguida.

Sea 71, T2, ... una secuencia de variables aleatorias independientes correspondientes a
la oportunidad en que ocurren saltos, cada una con la misma distribucion exponencial con
pardmetro A. Se construye entonces un modelo en el cual un evento llamado salto, ocurre
de rato en rato. El primer salto ocurre en el tiempo 71, el segundo ocurre 79 unidades de
tiempo después, el tercero 73 unidades de tiempo a continuacién del segundo salto, etc.

En tal sentido, las variables aleatorias 7, corresponden a los intervalos de interarribo
de los saltos y el tiempo de arribo del enésimo salto se define como:

n
§n = Z Tk
k=1

"Sea V el valor de la opcién de venta sobre ciertas acciones y C el valor de una opcién de compra
sobre las mismas, entonces por la hipétesis de paridad compra-venta de una opcién se obtiene la siguiente
relacién:

V=C+Ke ™ —5(0).



Si se supone & = 0 sin pérdida de generalidad, entonces el niimero de saltos hasta el
tiempo &1 >t > &, es n. En este contexto, el conteo del niimero de saltos N (¢) hasta el
tiempo ¢ es un proceso Poisson, el mismo que se define de la siguiente manera:

Definicién 3.2 (Proceso Poisson) Decimos que N(t), cont > 0 es un proceso Poisson
con intensidad X\ si

Este proceso es continuo por derecha, con limite a la izquierda, no decreciente y con-
stante entre dos variables &, consecutivas.

Ademds, se tiene que todo t > 0 sigue una distribucién Poisson com parametro A,
y {N(t)} tiene incrementos independientes y homégeneos: N (t,) — N(tp—1),...,N(t2) —
N(t1), N(t1) son variables aleatorias independientes para cualquier t; < ... < t, y N(t)—
N(s) y N(t—s) tienen la misma distribucién Poisson con pardmetro A(t—s) para cualquier
t > s.

Definicién 3.3 (Proceso Poisson compuesto) Un proceso Poisson compuesto Q(t) con
intensidad X > 0 y distribucion de saltos f es un proceso estocdstico definido como

N(t)

QY=Y (15)

1=1

donde las magnitudes de los saltos J; son variables aleatorias i.i.d. con distribucion f, y
N(t) es un proceso Poisson con intensidad X, independiente de {J;},;~ .

En consecuencia, al incorporarse estos nuevos procesos, la ecuacién diferencial es-
tocdstica (4) cambia por la siguiente:

dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dW (t) + S(t—)dQ(t)
ds(t) (16)

Sy = Mt + odW (2) +dQ()

donde S(t—) = lim,_,; S(u) cuando u < ¢. La solucién de (16) viene dada por:

N

S(t) _ S(O)eﬂt+gw(t)+zi:(1t) J; (17)

Donde, W (t) es el proceso Wiener estdndar, IN(¢) es el proceso Poisson con intensidad
A independiente de W (¢), y J; i N(m, §?) independientes a su vez de W (t) y N(t).

En este caso p es igual a:

2 2

u:r—%—)\E[eJi—l]:r_%_
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Me™t =z —1] (18)

y si consideramos que el valor de la opcién de compra, andlogamente a lo visto en (7), es
igual a:
Cu =e "E[S(t) — K] (19)



Aplicando (17) y (18) en (19) se tiene entonces lo siguiente:

N

-t -
O = e Tt Z ﬂE S(O)e#nt+0nw(t)+2?:1 Ji K}

S0 n!
—At -
CM = e*T‘t Z ﬂE S(O)eﬂnt‘i‘U—nW(t)eZ?:l Ji K:|
. L
n>0
e | ns? 3, {m+9} (r—?)twnwu)
CM — efrt Z 7'E S(O)enm+T7)\te +)\te _K
.
n>0 L

e M(A)" [ (r—%)wanw(t)
Cu=e"> —— B | She - K

n>0 L

e—At PV
Cp=e " Z% 75!)035(87“ on) (20)
n_
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donde Y ;" | J; ~ N(nm, né?), Sy = Soe”m+#f)‘te{m+7}+)‘t, op = 02+n762, y Cps(Sn,on)
es la valuacion Black-Scholes de la opcién de compra vista en la seccién anterior con los
pardmetros Sy, y oy, en lugar de S(0) y o.
Anilogamente, por la hipdtesis de paridad compra-venta se infiere el valor de la opcién
de venta.

4. Aplicacion a una concesion vial

Teniendo como base las férmulas vistas hasta ahora, en esta seccién se presenta la
metodologia de valuacién de garantias del Estado mas adecuada a una concesién® que
cumple con la légica senalada en la seccién 2.

4.1. Revisién de isomorfismo

Siguiendo la metodologia de valuacién de una opcién de venta, la garantia de la con-
cesiéon vial seleccionada se adapté de la siguiente manera:

1. Dado que el plazo total de la concesion vial analizada es de 30 anos y que el Estado
ofrece una garantia de ingresos minimos con una periodicidad semestral (IMSG;)
a partir del segundo ano de la concesién hasta el ano 25 inclusive, la cantidad de
semestres garantizados es 46, de modo que T'={1,...,¢,...,46}.

2. Como al finalizar cada t — esimo semestre, durante 46 semestres, se liquidan los
ingresos Y; y estos se comparan en esa oportunidad con el IMSG, siendo dichas
liquidaciones independientes unas de otras, se considera entonces que el Estado emite
46 opciones de venta Europeas asimismo independientes unas de otras.

3. En tal sentido, cada opcion Europea tiene asociados un precio de ejercicio IM SG,
y un semestre ¢t de vencimiento, al final del cual el valor de esta opcién es igual
a Gr = max{0,IMSG; —Y:}, siendo su valor actual por ende igual a G(t) =
e "E[IMSG; - Y.

8Dado que dicho proyecto actualmente se encuentra en etapa de estudio no nos es posible indicar el
nombre del mismo.



4. Como r, t e IMSG; son variables conocidas, la solucién de G(t) consiste fundamen-
talmente en hallar la dindmica estocastica de Y;.

5. Para hallar esta dindmica estocastica se precisa analizar la data asociada a Y; y
determinar el conjunto de pardmetros de la misma (al cual se denotard como 6).
Determinada la dindmica se tendrd enténces que G(t) = f(Yy, IMSGy,t,0), siendo
Yo los ingresos actuales de la concesién.

6. Asi, finalmente el valor actual de toda la Garantia del Estado (Vg) serd igual a la
suma de los valores de las garantias de cada semestre (o de las opciones de venta
Europeas), i.e. Vg = fil G(t), considerando que el costo de transaccién inicial de

la opcién de venta emitida por el Estado es cero.

4.2. Acopio de data

Para determinar la dindmica estocastica que mejor reflejara el comportamiento de la
serie {Y'}, y para obtener a partir de ello tanto Y como el conjunto 6 de pardmetros cor-
respondiente, se consideré la hipétesis de que la dindmica de los ingresos de la concesion
vial materia de estudio estd fuertemente explicada por la serie de ejes vehiculares’. Se
asumi6 ello, teniendo en cuenta dos aspectos: que la tarifa de peaje se establecerd con-
tractualmente sobre eje vehicular (y no sobre unidad vehicular) y que a lo largo de la
concesion, la tarifa, sin pérdida de generalidad, puede estimarse como plana.

En este contexto se acopié la data de la serie de ejes vehiculares de la concesién,
correspondiente al periodo septiembre 2002 - julio 2006 con observaciones diarias.

4.3. Verificacion de dinamica Browniana

En primer lugar se asumié que los ingresos estocdsticos {Y'} siguen la dindmica mds
simple, la de un movimiento Browniano geométrico. Si ello se cumpliera, se esperaria que
tanto la serie del logaritmo natural de los ingresos como sus diferencias, tuvieran ambas
s6lo un comportamiento estable de paseo aleatorio continuo; y mas ain, se esperaria que
sus funciones de densidad fueran Normales. Sin embargo ello no se cumple en nuestra serie.

En el grafico izquierdo de la Figura 1, se aprecia por ejemplo que la serie del logaritmo
natural de los ingresos tiene un comportamiento estable de paseo aleatorio pero acom-
panado de saltos, y lo mismo ocurre con las diferencias de ésta, cuya evolucién se muestra
en el grafico contigiio.

En la Figura 2 que corresponde a los histogramas de las funciones de densidad del
logaritmo de ingresos y de sus diferencias, se observa asimismo que ambas muestran una
forma leptoctrtica con colas anchas como evidencia de la presencia de saltos dentro de
la serie. Este resultado que intuitivamente podria obtenerse de la Figura 1 se corrobora
cuantitativamente midiendo los excesos de curtosis de ambas distribuciones. Asi, para el
primer histograma se obtiene un exceso de curtosis de 7,29, mientras que para el segundo
se obtiene 14,77, difierendo claramente dichas distribuciones de la Normal.

En tal sentido arribamos a la conclusiéon que, habiéndose falseado la hipétesis de que
{Y'} sigue un comportamiento Browniano geométrico, no es posible aplicar la férmula de
Black-Scholes para valuar G(t).

9Atin cuando la data seleccionada no correspondié exactamente a la de los ingresos de la concesién, debe
advertirse que ésta representa una base de andlisis valida, puesto que nuestro objetivo es el de plantear
una metodologia y no el de presentar resultados cuantitativos.
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Figura 1: Logaritmo natural del ingreso por peajes y diferencias.

Esta comprobacién cuestiona por tanto el trabajo de Wibowo [12], quien asume direc-
tamente que la serie que modela los ingresos en concesiones viales sigue un movimiento
Browniano geométrico.
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Figura 2: Histogramas del logaritmo natural de los ingresos y sus diferencias.

4.4. Verificacion de dinamica salto-difusion

En la medida que se constatd que la serie no puede ser modelada con un movimiento
Browniano o proceso Wiener, y consecuentemente no es posible la utilizacion de la férmula
de Black-Scholes, se aplicé a continuacién el modelo de Merton [§].

En tal sentido, se procedio a verificar si la serie de los ingresos por peaje {Y '} sigue un
proceso de salto-difusién geométrico, de acuerdo a lo formulado en (17).

Para este efecto, se procedié a dividir la serie en dos componentes: a) camino aleatorio
continuo (movimiento Browniano) y b) saltos, los cuales se definen como sigue:

Definicién 4.1 (Salto y amplitud de salto) Sea una variable aleatoria X(t), z(t) su
logaritmo natural y dz(t) = z(t) — x(t — 1) sus diferencias, y u™ y o, el promedio y
desviacion estandar de los incrementos de xz(t), y andlogamente, = y o, de sus decre-
mentos; se dice que z(t) presenta un salto en t si:

de(t) > p™ +ot,  Vdz(t) > 0;
de(t) <p —o, Vdz(t) <0 (21)
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Asimismo, si el salto existe, dz(t) es llamado amplitud del salto.

El componente Browniano se construyé reemplazando los saltos por la media de las
amplitudes respectivas, manteniendo intacta el resto de la serie. Mientras que el compo-
nente de saltos de la serie se obtuvo aplicando la definicién. Como se conoce, el conteo de
estos corresponden a un proceso Poisson N(t), a partir del cual, sumando las amplitudes,
puede obtenerse a su vez un proceso Poisson compuesto.

Con ello se logré descomponer la serie, segin se puede apreciar en la Figura 3.

Figura 3: Movimiento Browniano y Poisson compuesto del flujo de vehiculos

Para tener la certeza de que el modelo de salto-difusién propuesto es conveniente para
modelar la dindmica de la serie, se procedié a continuacién a verificar que cada uno de los
procesos que la componen cumpliera con los correspondientes supuestos.

En tal sentido:

a) Con el ajuste de las variables, se verificaron correcciones en las curtosis y asimetria
del componente Browniano. Tal como se observa en la Figura 4, cada histograma arrojo re-
sultados de curtosis de 2,59 y 3,32, y asimetria de 0,38 y —0,95, respectivamente, los cuales
son cercanos a los de una distribucién Normal.
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Figura 4: Histograma del movimiento Browniano del flujo de vehiculos, y sus diferencias.

b) Se verificé asimismo que las amplitudes de los saltos tienen una distribucién Normal
con una curtosis de 3,59 y un coeficiente de asimetria de —0,57 tal como se aprecia en la
Figura 5.
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c¢) Y se verificé que los tiempos de interarribo por su parte mostraban una distribucién
exponencial y que el conteo de saltos evidenciaban una distribucién Poisson, como se
observa en la Figura 6. Cabe senalar sin embargo que esta distribucién se obtuvo con
observaciones mensuales y no semestrales (como debiera ser), dado que no se tuvo datos
suficientes en esta base temporal. A pesar de ello, es posible constatar que la estimacién es
correcta, pues, sabiendo que la media del tiempo de interarribo F [T]:§:12,5110 se obtiene
A=0,079'!, el cual multiplicado por 180 (\t) resulta igual a 14,87, valor muy cercano a los
14,57 saltos promedio semestral que arroja realmente la serie. El inico error notado fue
que la varianza no resulté igual a la media, como corresponde a una distribuciéon Poisson.
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Figura 5: Histograma de la amplitud del salto.
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Figura 6: Histograma del tiempo de interarribo y proceso de conteo de los saltos.

Con la limitacién senalada, arribamos a la conclusién que la dindmica de {Y'} verifica
las hipétesis de un proceso de salto-difusion y con ello es posible aplicar la férmula de
Merton [8] para valuar la garantia del Estado.

4.5. Resumen de Resultados

Con el andlisis previo se obtuvieron los parametros que se muestran en el Cuadro 1,
los cuales se utilizaron para resolver las correspondientes férmulas.
Al respecto, debe anotarse lo siguiente:

10F] tiempo entre salto y salto es de 12 dias y medio aproximadamente.
"La intensidad de los saltos es de 0,079 saltos por dia.
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Black-Scholes ‘ Merton
Y (0) = 5,819,598.60
r =0.048, r' = 0.060

o1 = 2.9161 | 09 = 6.3302

A =0.0785
m = 0.0004
0 = 0.4692

Cuadro 1: Parametros usados

1. Si bien ambos modelos comparten el mismo valor de ¢, Y(0), » e IMSG(t), las
desviaciones estdndar o1 y o2 son distintas puesto que en el modelo de Merton este
parametro se estimo con la serie limpia de saltos,

2. Como ya se indicé, el valor de A fue aproximado con la variable 7,

3. Dado que {Y} no es una serie financiera, no se cumple que la media de los retornos
sea igual al rendimiento de un activo libre de riesgo, y por ello se decidié mantener
su valor en 1.

Finalmente, al aplicarse los parametros de Black-Scholes en la ecuacién (14), atin cuan-
do se conoce que la serie no verifica una dindmica de movimiento Browniano geométrico,
se obtuvo un valor de la garantia'? que se denotara por VE?S = 1,0002X, y al aplicarse los
pardmetros en el modelo de Merton [8] (que como ya se indicé, si se ajusta a la serie de la
concesion vial analizada) se obtuvo que el valor de la garantia del Estado era Vé‘/f =X.

Estos resultados, casi iguales, llaman la atencién dado que se esperaba que el modelo
“inadecuado” de Black-Scholes arrojara un resultado muy diferente al modelo “adecuado”
de Merton. La explicacién de esta similitud viene dada por el valor tan pequeno que tiene
la media de la amplitud de los saltos (m = 0,0004), lo que lleva a inferir que los saltos
positivos de la serie con los negativos se anulan entre si en la férmula de Merton, quedando
s6lo el efecto Browniano.

5. Conclusiones

Las principales conclusiones son las siguientes:

[1] El modelo mas adecuado para capturar la dindmica de la serie de ingresos de la concesién
vial materia de analisis es el de saltos con difusién, y en tal sentido la formula adecuada
para resolver la valuacién de la garantia en este contexto es la que plantea Merton [8].

[2] Un caso especial de Merton [8], es cuando la amplitud de los saltos, que verifican una
distribuciéon Normal, tienen media cercana a cero. En esta circunstancia la férmula de
Black y Scholes [1] puede ser aplicada siempre que se verifique previamente en la serie, la
referida dinamica de saltos con difusion.

[3] Una mejora en el modelo de Merton [8] es el que propone Kou [5] (modelo que no se ha
desarrollado en el presente trabajo y que forma parte de nuestra futura agenda), al tratar
la amplitud de los saltos con distribuciéon doble exponencial, analizando separadamente
los saltos negativos de los positivos.

[4] Temas de nuestra futura agenda son también: a) el tratamiento de la serie como un
proceso de actividad infinita y b) la incorporacién de la volatilidad estocéstica.

12¥a indicamos que no nos es posible revelar este valor.
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