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1. Introducci�on

En los pa��ses en desarrollo se evidencia hoy una creciente tendencia de llevar a cabo
proyectos bajo el esquema de Asociaci�on P�ublico Privada (APP)1. En este contexto, estos
particulares proyectos sociales son llevados a cabo por inversionistas privados que son
atra��dos tanto por la naturaleza econ�omica de la concesi�on como por la reducci�on de
riesgo que supone la extensi�on de una garant��a de recuperaci�on de su inversi�on, por parte
del Estado.

Desde una perspectiva estatal, puede advertirse que una ventaja de este esquema es
que se induce al inversionista privado a concentrarse en la e�ciencia de los procesos (m�as
que en la administraci�on del riesgo de demanda) y que una desventaja resulta ser el hecho
de que ahora el Estado asume un riesgo que precisa ser evaluado en la medida que �este se
obliga a efectuar la cobertura correspondiente en caso de falla.

La evaluaci�on de este riesgo se constituye as�� en un factor relevante de la esfera de
decisiones del Estado, y teniendo en cuenta el comportamiento estoc�astico de los ingresos
de la concesi�on, la pregunta: >Cu�al es el valor del pasivo contingente que el Estado asume

al extender esta garant��a por el periodo de concesi�on? surge como una interrogante que
debe resolverse.

El objetivo b�asico de este documento es responder esta pregunta desde una perspectiva
te�orica, y presentar a partir de ello una metodolog��a que permita efectuar un adecuado
c�alculo del valor de la garant��a en cuesti�on, tomando como base el caso pr�actico de una
concesi�on vial actualmente en estudio en el Per�u.

Para la soluci�on te�orica se parte de la investigaci�on base de Merton [9], quien considera
que la valuaci�on de una garant��a �nanciera es isomorfa a la valuaci�on de una opci�on de
venta Europea (�o put option), y en tal sentido, s�olo bastar��a aplicar la f�ormula est�andar
de Black y Scholes [1] si el proceso subyacente corresponde a un movimiento Browniano o
proceso Wiener; o en su defecto, deber��a aplicarse la generalizaci�on de la indicada f�ormula,
planteada en Merton [8], si se veri�ca que la din�amica de la variable corresponde a un
proceso estoc�astico de salto-difusi�on.

*Los autores expresamos nuestro agradecimiento a Ren�e Cornejo por sus valiosos comentarios y por las
facilidades brindadas en el desarrollo de esta investigaci�on. Agradecemos asimismo a Sergio Hinojosa; fue
�el quien nos present�o tanto el problema como las ideas generales de la soluci�on b�asica.

1Ver Hammami et. al [4].
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Para la aplicaci�on pr�actica se toma como referencia la variable de ingresos de la ya
se~nalada concesi�on vial, cuya serie temporal sirve de base para la estimaci�on de los cor-
respondientes par�ametros. La metodolog��a de valoraci�on mas adecuada es propuesta as��,
luego del an�alisis de los resultados obtenidos.

El documento consta de tres partes: en la primera se plantea el problema, en la se-
gunda, se presenta el marco te�orico utilizado para responder la pregunta que motiva esta
investigaci�on, y en la tercera, se desarrolla el caso de aplicaci�on, alcanz�andose �nalmente
las conclusiones.

2. Planteamiento del problema y mecanismo de soluci�on

El problema consiste en la valuaci�on de la garant��a que el Estado extiende a favor del
operador de una concesi�on, de acuerdo a la siguiente l�ogica:

1. El operador de la concesi�on, a lo largo del horizonte contractual, obtiene ingresos cuyo
comportamiento es aleatorio (Yt). Estos ingresos se liquidan en intervalos temporales
(semestrales, anuales, etc.) estipulados en el contrato.

2. Cada vez que los ingresos sean liquidados a lo largo del periodo de concesi�on, el
Estado garantiza al operador un ingreso m��nimo (IMGt) establecido ex-ante.

3. Si eventualmente los ingresos liquidados en cada intervalo temporal estuvieran por
debajo del nivel garantizado, i.e. Yt < IMGt, el Estado se halla en la obligaci�on de
cubrir el monto que falta para completar el ingreso m��nimo garantizado (IMGt�Yt).

Para aproximarse a la resoluci�on de tal problema puede seguirse a Merton [9].

Dicho autor considera que, siendo el valor de una garant��a de deuda asumida por una
�rma, isomorfo al valor de una opci�on de venta �nanciera Europea2 (puesto que ambos
valores tienen la misma estructura al vencimiento), todo el instrumental que se utiliza
para valuar la referida opci�on de venta puede tambien utilizarse para valuar la garant��a,
dejando abierta la posibilidad de aplicar la f�ormula de Black-Scholes para este efecto (si
acaso la variable aleatoria asociada a la garant��a sigue un comportamiento Browniano).

Como indica Merton [9], este isomor�smo se comprueba al comparar las siguientes
ecuaciones:

V (�) = m�ax f0;K � Sg (1)

G(T ) = m�ax f0; B � Vfg (2)

Ambas tienen la misma estructura. Mientras (1) corresponde al valor de una opci�on
de venta �nanciera Europea en la fecha de vencimiento � , teniendo el activo subyacente

2Se recuerda que una opci�on de venta �nanciera Europea (con acciones como activo subyacente) es un
derivado �nanciero o contrato que le otorga a su tenedor, el derecho de vender un n�umero determinado de
acciones a un precio acordado de antemano (llamado precio de ejercicio), en una fecha prede�nida (llamada
fecha de expiraci�on o de vencimiento de la opci�on).
Si en la fecha de expiraci�on t = T , el precio de cada acci�on, S, es mayor que el precio de ejercicio,

K, estipulado en la opci�on, el tenedor de la opci�on no ejercer�a su derecho a vender sus acciones a ese
precio, pues puede obtener un precio mayor por ellas en el mercado, y en tal caso, la opci�on de venta no
tendr�a ning�un valor. Pero, si por el contrario, en la fecha de expiraci�on, el precio de mercado es menor
que el precio de ejercicio, el propietario de la opci�on ejercer�a su derecho a vender al precio acordado;
consecuentemente el valor de la opci�on ser�a la diferencia entre el precio de ejercicio y el precio de la acci�on,
(K � S), multiplicado por el n�umero de acciones especi�cadas dentro de la opci�on.
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un precio de ejercicio K y un precio S en la indicada fecha, (2) por su parte, corresponde
al valor de una garant��a ofrecida por un tercero a una �rma que ha asumido una deuda
que valdr�a B en la fecha de vencimiento T , y cuyo valor (el de la �rma) ser�a Vf al vencer
la deuda.

En el caso espec���co de la concesi�on se observa que, al vencimiento t, el valor de la
garant��a que extiende el Estado ser�a igual a: Cero (con lo cual Estado no desembolsa
monto alguno), si el operador de la concesi�on observa que sus ingresos Yt son mayores
que los ingresos m��nimos (IMGt) garantizados por el Estado, no ejerciendo su derecho de
opci�on de venta, o igual a IMGt� Yt (el monto que desembolsa el Estado), si el operador
observa que Yt es menor a IMGt, ejerciendo su derecho a que el Estado le compense lo
faltante.

Esto es, G(t) formalmente ser�a igual a:

G(t) = m�ax f0; IMGt � Ytg (3)

Con lo cual se concluye (siguiendo a Merton [9]) que, siendo (3) isomorfa a (1), para
resolver el problema puede suponerse que el Estado al conceder la garant��a de la concesi�on,
est�a en la pr�actica emitiendo n opciones de venta Europeas 3 con vencimientos de intervalos
temporales iguales a cada unidad de tiempo en que el operador liquida sus ingresos, y en
tal sentido, el valor de la garant��a del Estado es igual al valor de las referidas opciones de
venta (como si �estas fueran �nancieras), el mismo que puede determinarse aplicando la
f�ormula de Black-Scholes o la generalizaci�on de Merton [8] si fuera el caso.

3. Marco te�orico

El objetivo de esta secci�on es presentar el marco en el que surgen las f�ormulas de
valuaci�on de opciones que ser�an utilizadas para resolver el problema propuesto. En primer
lugar se procede a una revisi�on de la f�ormula de Black y Scholes [1], que como es conocido
se aplica en un entorno de movimiento Browniano, y a continuaci�on se revisa la f�ormula
de Merton [8] que es aplicada m�as bien en un entorno de saltos con difusi�on4.

En ambos casos, el contexto en el que se desarrolla la deducci�on de las f�ormulas corre-
sponde al de opciones �nancieras que tienen como activo subyacente a acciones.

3.1. F�ormula de Black-Scholes-Merton

A pesar de tener supuestos no realistas, la f�ormula de Black-Scholes resulta ser la
m�as usada para valuar opciones dada su simplicidad de c�alculo, lo cual ocurre debido
fundamentalmente al supuesto adoptado o veri�cado de que el precio de las acciones sigue
un movimiento Browniano (o paseo aleatorio continuo), proceso estoc�astico continuo b�asico
que se de�ne de la siguiente manera:

De�nici�on 3.1 (Movimiento Browniano) Un proceso Wiener o movimiento Browni-

ano es un proceso estoc�astico W (t) real valuado y de�nido 8t 2 [0;1), tal que:

1. W (0) = 0, c.s.

3En este caso el contrato de la concesi�on funge como el activo subyacente, los ingresos estoc�asticos (Y )
de la misma cumplen el rol del precio de la acci�on, y los ingresos m��mimos garantizados por el Estado,
IMG, corresponden al precio de ejercicio.

4Ambos procesos pertenecen a la familia de procesos llamados L�evy. Para una revisi�on detallada y mas
profunda de estos procesos aplicados a Finanzas, ve�ase Cont y Tankov [3].
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2. Los caminos muestrales t 7!W (t) son continuos c.s.

3. W (t) tiene distribuci�on Normal con media 0 y varianza t, i.e. W (t) � N(0; t).

Como consecuencia de esta de�nici�on, se tiene que:

1. 8 0 = t0 < t1 < : : : < tm, los incrementos W (t1) = W (t1) � W (t0);W (t2) �
W (t1); : : : ;W (tm)�W (tm�1) son independientes, y

2. W (ti+1)�W (ti) tienen distribuci�on Normal con media 0 y varianza ti+1 � ti

Como se advierte, la consideraci�on m�as importante del movimiento Browniano es que
tanto la variable aleatoria con esta din�amica como sus diferencias, tienen una distribuci�on
normal en cada instante, siendo �estas adem�as independientes, con lo que puede a�rmarse
que este movimiento es lo m�as parecido a un ruido.

Basado en este proceso es que Samuelson [10] plantea la siguiente ecuaci�on diferencial
estoc�astica para calcular el retorno de una acci�on en cualquier instante t:

dS(t)

S(t)
= �dt+ �dW (t) (4)

donde, S(t) es el precio de la acci�on en el instante t, � es la media de los retornos de la
acci�on, � es asimismo la desviaci�on est�andar de los retornos de la acci�on, y W (t) es el
componente Browniano.

La soluci�on de esta ecuaci�on, denominada Movimiento Geom�etrico Browniano, es:

S(t) = S(0)e

�
���2

2

�
t+�W (t)

(5)

la cual puede reescribirse como:

ln

�
S(t)

S(0)

�
=

�
�� �2

2

�
t+ �W (t) (6)

As��, seg�un (4), el retorno de una acci�on (medido por dS(t)
S(t) ) tiene por tanto una din�amica

con dos componentes, uno determin��stico (una tendencia regida por la media �), y otro
estoc�astico que es proporcional a la variaci�on Browniana. Y, seg�un (5) o (6) es posible
determinar el precio S(t) o el log-retorno correspondiente en el instante t, lo que permite
consecuentemente estar en condiciones de valuar una opci�on de venta Europea de la acci�on
cuyo precio S(t) posee la din�amica descrita.

Teniendo en cuenta (1) y asumiendo que en la fecha de expiraci�on t el precio S(t) es
mayor que el precio de ejercicio K, el valor de una opci�on de compra Europea5 ser�a igual
a:

C = e�rtE[S(t)�K] (7)

Lo que implica traer a valor presente (t = 0), con r igual a la tasa libre de riesgo, el
valor esperado de la opci�on a su vencimiento.

Si se adoptan los supuestos de Black y Scholes [1]6(como ellos mismos se~nalan, para
efectos de concentrarse en lo fundamental), se reemplaza (5) en (7) y se considera asimismo

5La idea es la misma que la de una opci�on de venta. En este caso, el derecho que se adquiere es el de
compra. Si el precio de ejercicio es menor que el precio de la acci�on, entonces ejercemos nuestro derecho
de compra a menor precio.

6Estos supuestos son:

S.1 La tasa de inter�es de corto plazo es conocida y constante a trav�es del tiempo.
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que W (t) = Z
p
t, teniendo Z una distribuci�on Normal con media 0 y varianza 1, i.e.

Z � N(0; 1), se tiene entonces que el valor de esta opci�on de compra Europea es igual a:

CBS = e�rtE
�
S(0)e

�
���2

2

�
t+�W (t) �K

�

CBS = e�rtE
�
S(0)e

�
r��2

2

�
t+�Z

p
t �K

�

CBS =
e�rtp
2�

Z 1

�1

�
S(0)e

�
r��2

2

�
t+�x

p
t �K

�
e�

x2

2 dx (8)

Resolviendo el t�ermino entre corchetes de (8), de modo que CBS � 0. Esto es, igualando
el t�ermino entre corchetes a cero y reemplazando x por a, se tendr�a:

a =
ln
�

K
S(0)

�
�
�
r � �2

2

�
t

�
p
t

(9)

con lo que (8) puede reescribirse as��:

CBS =
e�rtp
2�

Z 1

a

�
S(0)e

�
r��2

2

�
t+�x

p
t �K

�
e�

x2

2 dx (10)

CBS =
e�rtp
2�

Z 1

a

�
S(0)e

�
r��2

2

�
t+�x

p
t
�
e�

x2

2 dx� e�rtp
2�

Z 1

a

Ke�
x2

2 dx

CBS = S(0)

Z 1

a

1p
2�

e�
�2

2
t+�x

p
t�x2

2 dx� e�rtK
Z 1

a

1p
2�

e�
x2

2 dx

CBS = S(0)

Z 1

a

1p
2�

e�
(x��pt)2

2 dx� e�rtK
Z 1

a

1p
2�

e�
x2

2 dx (11)

y efectuando el cambio de variable y = (x� �
p
t), con lo que b = a�pt, se tiene que

la �ultima ecuaci�on queda de la siguiente manera:

CBS = S(0)

Z 1

b

1p
2�

e�
y2

2 dy � e�rtK
Z 1

a

1p
2�

e�
x2

2 dx (12)

adem�as, reemplazando d1 = a� �
p
t y d2 = �a, se llega �nalmente a:

CBS = S(0)N(d1)� e�rtKN(d2) (13)

resultando la conocida f�ormula de Black-Scholes-Merton para una opci�on de compra
Europea, con N(�) igual a la distribuci�on acumulada normal est�andar.

S.2 La varianza de los retornos de la acci�on es constante.

S.3 La acci�on no paga dividendos o alguna otra distribuci�on.

S.4 No hay costos de transacci�on en la compra o venta de la acci�on o de la opci�on.

S.5 Es posible prestarse, a la tasa de inter�es de corto plazo, un monto equivalente a una fracci�on del
valor de un activo �nanciero para comprarlo o para tenerlo.

S.6 No hay penalidades por ventas en corto. Un vendedor que no es propietario de un valor simplemente
aceptar�a el precio de un comprador y convendr�a con el mismo una fecha en la que le pagar�a un
monto igual al del precio que tenga el valor en esa oportunidad.
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Luego, considerando la hip�otesis de paridad compra-venta de una opci�on7se concluye
que el valor de la opci�on de venta Europea sobre acciones (VBS) es igual a:

VBS = Ke�rtN(�d2)� S(0)N(�d1) (14)

3.2. F�ormula de Merton para saltos con difusi�on

Como menciona Merton [8], el supuesto cr��tico de Black y Scholes es que la senda mues-
tral del precio de la acci�on es continua, con probabilidad uno. Sin embargo, la evidencia
emp��rica advierte que esta hip�otesis no se sostiene puesto que no se tienen transacciones
continuas (sino mas bien discretas), y a�un cuando �estas pueden aproximarse a ser contin-
uas, es com�un que el precio experimente saltos como consecuencia del ajuste que efect�ua
el mercado ante la llegada de nueva informaci�on.

En tal sentido, puede a�rmarse que la din�amica Browniana de la acci�on vista en la
secci�on anterior no se ci~ne necesariamente a lo que la evidencia emp��rica se~nala, haci�endose
necesario encontrar un proceso estoc�astico que se ajuste a los movimientos \reales" de la
misma, los cuales indican que los precios parecen seguir aleatoriamente una evoluci�on
cercana al movimiento Browniano en algunas etapas (difusi�on) y una din�amica aleatoria
de saltos en otras, combinaci�on de movimientos a la que se denominar�a proceso de salto-
difusi�on.

Para una mejor caracterizaci�on (y claro est�a, para una adecuada valuaci�on de la opci�on)
se precisa por tanto agregar al movimiento Browniano, los procesos que reejen la din�amica
de saltos que experimenta toda acci�on. Dichas fuentes de aleatoriedad contenidas en la
evoluci�on temporal del precio de la acci�on, y su correspondiente proceso estoc�astico, se
resumen como sigue:

a) Paseo aleatorio continuo (Movimiento Browniano),

b) N�umero de saltos que ocurren por periodo (Proceso Poisson), y

c) Tama~no �o amplitud de los saltos (Proceso Poisson compuesto)

En esta secci�on se asume por tanto que la din�amica de la acci�on tambi�en viene carac-
terizada (adicionalmente a lo visto en la secci�on anterior) por procesos Poisson y Poisson
compuesto, los cuales se detallan en seguida.

Sea �1; �2; : : : una secuencia de variables aleatorias independientes correspondientes a
la oportunidad en que ocurren saltos, cada una con la misma distribuci�on exponencial con
par�ametro �. Se construye entonces un modelo en el cual un evento llamado salto, ocurre
de rato en rato. El primer salto ocurre en el tiempo �1, el segundo ocurre �2 unidades de
tiempo despu�es, el tercero �3 unidades de tiempo a continuaci�on del segundo salto, etc.

En tal sentido, las variables aleatorias �k corresponden a los intervalos de interarribo

de los saltos y el tiempo de arribo del en�esimo salto se de�ne como:

�n =
nX

k=1

�k

7Sea V el valor de la opci�on de venta sobre ciertas acciones y C el valor de una opci�on de compra
sobre las mismas, entonces por la hip�otesis de paridad compra-venta de una opci�on se obtiene la siguiente
relaci�on:

V = C +Ke
�rt

� S(0):
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Si se supone �0 = 0 sin p�erdida de generalidad, entonces el n�umero de saltos hasta el
tiempo �n+1 > t � �n es n. En este contexto, el conteo del n�umero de saltos N(t) hasta el
tiempo t es un proceso Poisson, el mismo que se de�ne de la siguiente manera:

De�nici�on 3.2 (Proceso Poisson) Decimos que N(t), con t � 0 es un proceso Poisson

con intensidad � si

N(t) = m�ax fn : t � �ng :

Este proceso es continuo por derecha, con l��mite a la izquierda, no decreciente y con-
stante entre dos variables �k consecutivas.

Adem�as, se tiene que todo t � 0 sigue una distribuci�on Poisson com par�ametro �t,
y fN(t)g tiene incrementos independientes y hom�ogeneos: N(tn) � N(tn�1),: : : ,N(t2) �
N(t1), N(t1) son variables aleatorias independientes para cualquier t1 < : : : < tn y N(t)�
N(s) y N(t�s) tienen la misma distribuci�on Poisson con par�ametro �(t�s) para cualquier
t > s.

De�nici�on 3.3 (Proceso Poisson compuesto) Un proceso Poisson compuesto Q(t) con
intensidad � > 0 y distribuci�on de saltos f es un proceso estoc�astico de�nido como

Q(t) =

N(t)X
i=1

Ji; (15)

donde las magnitudes de los saltos Ji son variables aleatorias i.i.d. con distribuci�on f , y

N(t) es un proceso Poisson con intensidad �, independiente de fJigi�1.

En consecuencia, al incorporarse estos nuevos procesos, la ecuaci�on diferencial es-
toc�astica (4) cambia por la siguiente:

dS(t) = �S(t)dt+ �S(t)dW (t) + S(t�)dQ(t)
dS(t)

S(t�) = �dt+ �dW (t) + dQ(t)
(16)

donde S(t�) = l��mu!t S(u) cuando u < t. La soluci�on de (16) viene dada por:

S(t) = S(0)e�t+�W (t)+
PN(t)

i=1 Ji (17)

Donde, W (t) es el proceso Wiener est�andar, N(t) es el proceso Poisson con intensidad

� independiente de W (t), y Ji
i:i:d� N(m; �2) independientes a su vez de W (t) y N(t).

En este caso � es igual a:

� = r � �2

2
� �E[eJi � 1] = r � �2

2
� �[em+ �2

2 � 1] (18)

y si consideramos que el valor de la opci�on de compra, an�alogamente a lo visto en (7), es
igual a:

CM = e�rtE[S(t)�K] (19)
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Aplicando (17) y (18) en (19) se tiene entonces lo siguiente:

CM = e�rtE
h
S(0)e�t+�W (t)+

PN(t)
i=1 Ji �K

i
CM = e�rt

X
n�0

e��t(�t)n

n!
E
h
S(0)e�nt+�nW (t)+

Pn
i=1 Ji �K

i

CM = e�rt
X
n�0

e��t(�t)n

n!
E
h
S(0)e�nt+�nW (t)e

Pn
i=1 Ji �K

i

CM = e�rt
X
n�0

e��t(�t)n

n!
E

"
S(0)enm+n�2

2
��tefm+ �2

2 g+�te

�
r��2n

2

�
t+�nW (t) �K

#

CM = e�rt
X
n�0

e��t(�t)n

n!
E

"
Sne

�
r��2n

2

�
t+�nW (t) �K

#

CM = e�rt
X
n�0

e��t(�t)n

n!
CBS(Sn; �n) (20)

donde
Pn

i=1 Ji � N(nm; n�2), Sn = S0e
nm+n�2

2
��tefm+ �2

2 g+�t, �n = �2+n�2

t
, y CBS(Sn; �n)

es la valuaci�on Black-Scholes de la opci�on de compra vista en la secci�on anterior con los
par�ametros Sn y �n, en lugar de S(0) y �.

An�alogamente, por la hip�otesis de paridad compra-venta se in�ere el valor de la opci�on
de venta.

4. Aplicaci�on a una concesi�on vial

Teniendo como base las f�ormulas vistas hasta ahora, en esta secci�on se presenta la
metodolog��a de valuaci�on de garant��as del Estado mas adecuada a una concesi�on8 que
cumple con la l�ogica se~nalada en la secci�on 2.

4.1. Revisi�on de isomor�smo

Siguiendo la metodolog��a de valuaci�on de una opci�on de venta, la garant��a de la con-
cesi�on vial seleccionada se adapt�o de la siguiente manera:

1. Dado que el plazo total de la concesi�on vial analizada es de 30 a~nos y que el Estado
ofrece una garant��a de ingresos m��nimos con una periodicidad semestral (IMSGt)
a partir del segundo a~no de la concesi�on hasta el a~no 25 inclusive, la cantidad de
semestres garantizados es 46, de modo que T = f1; : : : ; t; : : : ; 46g.

2. Como al �nalizar cada t � esimo semestre, durante 46 semestres, se liquidan los
ingresos Yt y estos se comparan en esa oportunidad con el IMSGt, siendo dichas
liquidaciones independientes unas de otras, se considera entonces que el Estado emite
46 opciones de venta Europeas asimismo independientes unas de otras.

3. En tal sentido, cada opci�on Europea tiene asociados un precio de ejercicio IMSGt

y un semestre t de vencimiento, al �nal del cual el valor de esta opci�on es igual
a GT = m�ax f0; IMSGt � Ytg, siendo su valor actual por ende igual a G(t) =
e�rtE [IMSGt � Yt].

8Dado que dicho proyecto actualmente se encuentra en etapa de estudio no nos es posible indicar el
nombre del mismo.
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4. Como r, t e IMSGt son variables conocidas, la soluci�on de G(t) consiste fundamen-
talmente en hallar la din�amica estoc�astica de Yt.

5. Para hallar esta din�amica estoc�astica se precisa analizar la data asociada a Yt y
determinar el conjunto de par�ametros de la misma (al cual se denotar�a como �).
Determinada la din�amica se tendr�a ent�onces que G(t) = f(Y0; IMSGt; t; �), siendo
Y0 los ingresos actuales de la concesi�on.

6. As��, �nalmente el valor actual de toda la Garant��a del Estado (VE) ser�a igual a la
suma de los valores de las garant��as de cada semestre (o de las opciones de venta
Europeas), i.e. VE =

P46
t=1G(t), considerando que el costo de transacci�on inicial de

la opci�on de venta emitida por el Estado es cero.

4.2. Acopio de data

Para determinar la din�amica estoc�astica que mejor reejara el comportamiento de la
serie fY g, y para obtener a partir de ello tanto Y0 como el conjunto � de par�ametros cor-
respondiente, se consider�o la hip�otesis de que la din�amica de los ingresos de la concesi�on
vial materia de estudio est�a fuertemente explicada por la serie de ejes vehiculares9. Se
asumi�o ello, teniendo en cuenta dos aspectos: que la tarifa de peaje se establecer�a con-
tractualmente sobre eje vehicular (y no sobre unidad vehicular) y que a lo largo de la
concesi�on, la tarifa, sin p�erdida de generalidad, puede estimarse como plana.

En este contexto se acopi�o la data de la serie de ejes vehiculares de la concesi�on,
correspondiente al periodo septiembre 2002 - julio 2006 con observaciones diarias.

4.3. Veri�caci�on de din�amica Browniana

En primer lugar se asumi�o que los ingresos estoc�asticos fY g siguen la din�amica m�as
simple, la de un movimiento Browniano geom�etrico. Si ello se cumpliera, se esperar��a que
tanto la serie del logaritmo natural de los ingresos como sus diferencias, tuvieran ambas
s�olo un comportamiento estable de paseo aleatorio continuo; y m�as a�un, se esperar��a que
sus funciones de densidad fueran Normales. Sin embargo ello no se cumple en nuestra serie.

En el gr�a�co izquierdo de la Figura 1, se aprecia por ejemplo que la serie del logaritmo
natural de los ingresos tiene un comportamiento estable de paseo aleatorio pero acom-
pa~nado de saltos, y lo mismo ocurre con las diferencias de �esta, cuya evoluci�on se muestra
en el gr�a�co contig�uo.

En la Figura 2 que corresponde a los histogramas de las funciones de densidad del
logaritmo de ingresos y de sus diferencias, se observa asimismo que ambas muestran una
forma leptoc�urtica con colas anchas como evidencia de la presencia de saltos dentro de
la serie. Este resultado que intuitivamente podr��a obtenerse de la Figura 1 se corrobora
cuantitativamente midiendo los excesos de curtosis de ambas distribuciones. As��, para el
primer histograma se obtiene un exceso de curtosis de 7;29, mientras que para el segundo
se obtiene 14;77, di�erendo claramente dichas distribuciones de la Normal.

En tal sentido arribamos a la conclusi�on que, habi�endose falseado la hip�otesis de que
fY g sigue un comportamiento Browniano geom�etrico, no es posible aplicar la f�ormula de
Black-Scholes para valuar G(t).

9A�un cuando la data seleccionada no correspondi�o exactamente a la de los ingresos de la concesi�on, debe
advertirse que �esta representa una base de an�alisis v�alida, puesto que nuestro objetivo es el de plantear
una metodolog��a y no el de presentar resultados cuantitativos.
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Figura 1: Logaritmo natural del ingreso por peajes y diferencias.

Esta comprobaci�on cuestiona por tanto el trabajo de Wibowo [12], quien asume direc-
tamente que la serie que modela los ingresos en concesiones viales sigue un movimiento
Browniano geom�etrico.

Figura 2: Histogramas del logaritmo natural de los ingresos y sus diferencias.

4.4. Veri�caci�on de din�amica salto-difusi�on

En la medida que se constat�o que la serie no puede ser modelada con un movimiento
Browniano o proceso Wiener, y consecuentemente no es posible la utilizaci�on de la f�ormula
de Black-Scholes, se aplic�o a continuaci�on el modelo de Merton [8].

En tal sentido, se procedi�o a veri�car si la serie de los ingresos por peaje fY g sigue un
proceso de salto-difusi�on geom�etrico, de acuerdo a lo formulado en (17).

Para este efecto, se procedi�o a dividir la serie en dos componentes: a) camino aleatorio
continuo (movimiento Browniano) y b) saltos, los cuales se de�nen como sigue:

De�nici�on 4.1 (Salto y amplitud de salto) Sea una variable aleatoria X(t), x(t) su

logaritmo natural y dx(t) := x(t) � x(t � 1) sus diferencias, y �+ y �+, el promedio y

desviaci�on est�andar de los incrementos de x(t), y an�alogamente, �� y ��, de sus decre-

mentos; se dice que x(t) presenta un salto en t si:

dx(t) > �+ + �+; 8dx(t) > 0;

dx(t) < �� � ��; 8dx(t) < 0 (21)
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Asimismo, si el salto existe, dx(t) es llamado amplitud del salto.

El componente Browniano se construy�o reemplazando los saltos por la media de las
amplitudes respectivas, manteniendo intacta el resto de la serie. Mientras que el compo-
nente de saltos de la serie se obtuvo aplicando la de�nici�on. Como se conoce, el conteo de
estos corresponden a un proceso Poisson N(t), a partir del cual, sumando las amplitudes,
puede obtenerse a su vez un proceso Poisson compuesto.

Con ello se logr�o descomponer la serie, seg�un se puede apreciar en la Figura 3.

Figura 3: Movimiento Browniano y Poisson compuesto del ujo de veh��culos

Para tener la certeza de que el modelo de salto-difusi�on propuesto es conveniente para
modelar la din�amica de la serie, se procedi�o a continuaci�on a veri�car que cada uno de los
procesos que la componen cumpliera con los correspondientes supuestos.

En tal sentido:
a) Con el ajuste de las variables, se veri�caron correcciones en las curtosis y asimetr��a

del componente Browniano. Tal como se observa en la Figura 4, cada histograma arroj�o re-
sultados de curtosis de 2;59 y 3;32, y asimetr��a de 0;38 y �0;95, respectivamente, los cuales
son cercanos a los de una distribuci�on Normal.

Figura 4: Histograma del movimiento Browniano del ujo de veh��culos, y sus diferencias.

b) Se veri�c�o asimismo que las amplitudes de los saltos tienen una distribuci�on Normal
con una curtosis de 3;59 y un coe�ciente de asimetr��a de �0;57 tal como se aprecia en la
Figura 5.
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c) Y se veri�c�o que los tiempos de interarribo por su parte mostraban una distribuci�on
exponencial y que el conteo de saltos evidenciaban una distribuci�on Poisson, como se
observa en la Figura 6. Cabe se~nalar sin embargo que esta distribuci�on se obtuvo con
observaciones mensuales y no semestrales (como debiera ser), dado que no se tuvo datos
su�cientes en esta base temporal. A pesar de ello, es posible constatar que la estimaci�on es
correcta, pues, sabiendo que la media del tiempo de interarribo E[� ]= 1

�
=12;5110 se obtiene

�=0;07911, el cual multiplicado por 180 (�t) resulta igual a 14;87, valor muy cercano a los
14;57 saltos promedio semestral que arroja realmente la serie. El �unico error notado fue
que la varianza no result�o igual a la media, como corresponde a una distribuci�on Poisson.

Figura 5: Histograma de la amplitud del salto.

Figura 6: Histograma del tiempo de interarribo y proceso de conteo de los saltos.

Con la limitaci�on se~nalada, arribamos a la conclusi�on que la din�amica de fY g veri�ca
las hip�otesis de un proceso de salto-difusi�on y con ello es posible aplicar la f�ormula de
Merton [8] para valuar la garant��a del Estado.

4.5. Resumen de Resultados

Con el an�alisis previo se obtuvieron los par�ametros que se muestran en el Cuadro 1,
los cuales se utilizaron para resolver las correspondientes f�ormulas.

Al respecto, debe anotarse lo siguiente:

10El tiempo entre salto y salto es de 12 d��as y medio aproximadamente.
11La intensidad de los saltos es de 0;079 saltos por d��a.
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Black-Scholes Merton

Y (0) = 5; 819; 598.60
r = 0.048; r0 = 0.060

�1 = 2.9161 �2 = 6.3302
� = 0.0785
m = 0.0004
� = 0.4692

Cuadro 1: Par�ametros usados

1. Si bien ambos modelos comparten el mismo valor de t, Y (0), r e IMSG(t), las
desviaciones est�andar �1 y �2 son distintas puesto que en el modelo de Merton este
par�ametro se estim�o con la serie limpia de saltos,

2. Como ya se indic�o, el valor de � fue aproximado con la variable � ,

3. Dado que fY g no es una serie �nanciera, no se cumple que la media de los retornos
sea igual al rendimiento de un activo libre de riesgo, y por ello se decidi�o mantener
su valor en r0.

Finalmente, al aplicarse los par�ametros de Black-Scholes en la ecuaci�on (14), a�un cuan-
do se conoce que la serie no veri�ca una din�amica de movimiento Browniano geom�etrico,
se obtuvo un valor de la garant��a12 que se denotar�a por V BS

E = 1;0002X, y al aplicarse los
par�ametros en el modelo de Merton [8] (que como ya se indic�o, si se ajusta a la serie de la
concesi�on vial analizada) se obtuvo que el valor de la garant��a del Estado era VM

E = X.
Estos resultados, casi iguales, llaman la atenci�on dado que se esperaba que el modelo

\inadecuado" de Black-Scholes arrojar�a un resultado muy diferente al modelo \adecuado"
de Merton. La explicaci�on de esta similitud viene dada por el valor tan peque~no que tiene
la media de la amplitud de los saltos (m = 0;0004), lo que lleva a inferir que los saltos
positivos de la serie con los negativos se anulan entre s�� en la f�ormula de Merton, quedando
s�olo el efecto Browniano.

5. Conclusiones

Las principales conclusiones son las siguientes:

[1] El modelo mas adecuado para capturar la din�amica de la serie de ingresos de la concesi�on
vial materia de an�alisis es el de saltos con difusi�on, y en tal sentido la f�ormula adecuada
para resolver la valuaci�on de la garant��a en este contexto es la que plantea Merton [8].

[2] Un caso especial de Merton [8], es cuando la amplitud de los saltos, que veri�can una
distribuci�on Normal, tienen media cercana a cero. En esta circunstancia la f�ormula de
Black y Scholes [1] puede ser aplicada siempre que se veri�que previamente en la serie, la
referida din�amica de saltos con difusi�on.

[3] Una mejora en el modelo de Merton [8] es el que propone Kou [5] (modelo que no se ha
desarrollado en el presente trabajo y que forma parte de nuestra futura agenda), al tratar
la amplitud de los saltos con distribuci�on doble exponencial, analizando separadamente
los saltos negativos de los positivos.

[4] Temas de nuestra futura agenda son tambi�en: a) el tratamiento de la serie como un
proceso de actividad in�nita y b) la incorporaci�on de la volatilidad estoc�astica.

12Ya indicamos que no nos es posible revelar este valor.
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